CG-Verfahren (Conjugate gradient method)

Seien A € R™" eine symmetrische und positiv definite Matrix und f € R" eine gegebene rechte
Seite des linearen Gleichungssystems

Az = f.

Algorithm 1 CG-Verfahren berechnet Naherungslosung ¢ € R™ fiir eine gegebene Startniherung
2% € R™ und eine gegebene Fehlergenauigkeit € > 0.
1: Setze 1_)0 =70 = f- Az und pg := ().
2: Uberpriife, ob Startniherung bereits gut genug ist:

if py < €% then

Setze ¢ := 2% und stoppe.

end if
3: Berechne:

for k=0,...,n—1do

§k — ABk
o) = (§k,Bk)
= ﬁ—:
2L = gk 4yt
Pk gk
Digl 1= (Zk+1>fk+1)
if prp1 < €2pg then
Setze ¢ := z**! und stoppe.
else
phHl = gkl pz;_:lgk
end if
end for

Konvergenz: Sei A € R™*" symmetrisch und positiv definit. Dann gilt
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wobei z¥ die Naherungslosung des CG-Verfahrens nach k Iterationen ist.



GMRES-Verfahren (Generalized minimal residual method)

Seien A € R™" eine regulire Matrix und f € R" eine gegebene rechte Seite des linearen Glei-
chungssystems

Az = f.

Algorithm 2 GMRES-Verfahren berechnet Naherungslosung £SMRES € R” fiir eine gegebene Start-
niherung 2° € R™ und eine gegebene Fehlergenauigkeit € > 0.

1: Berechne 10 := f — Az und po := [|7°],.
2: Uberpriife, ob Startniherung bereits gut genug ist:
if py < ¢ then
Setze xCGMRES .
end if
3: Setze v! = p%fo und p; = po.
4: Berechne:
for j=1,....,ndo
w = Av’
fort=1,...,57do
Bij = (', w)
end for '
Ej =W Zﬁzl Bijyi
Bi+1g = [7]]2
fort=1,...,7—1do

@;j _: Cit1  Si+1 Bz‘j
5z’+1,j —Si+1 G4l 5i+1,j

end for
B =55+ Bl

o Bit1g
Sj+1 = 5 B
. Bij
Ci+1 *= 3

Bjs =18

Pj+1 = —Sj+1Dj

Dj = CGj+1Pj

if |pj41]| > € then
vt = L3
- Biv15=

= 2% und stoppe.

else
Berechne:
fori=7,...,1do
Yi ‘= % (pi - Ziziﬂ ﬁik@/k)
end for ‘
gOMRES . — 20 4+ S 4,0 und stoppe. (Erst bei Abbruch wird zMRES berechnet. )
end if
end for

Konvergenz: Sei A € R™" positiv definit (Vy € R” \ {0} : (Ay,y) > 0). Dann konvergiert das
GMRES-Verfahren und es gilt
o\ k/2
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mit 7% = f — Ax*, wobei z* die Niherungslosung des GMRES-Verfahrens nach k Iterationen ist.
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