
CG-Verfahren (Conjugate gradient method)
Seien A ∈ Rn×n eine symmetrische und positiv definite Matrix und f ∈ Rn eine gegebene rechte
Seite des linearen Gleichungssystems

Ax = f.

Algorithm 1 CG-Verfahren berechnet Näherungslösung xCG ∈ Rn für eine gegebene Startnäherung
x0 ∈ Rn und eine gegebene Fehlergenauigkeit ε > 0.
1: Setze p0 := r0 := f − Ax0 und ρ0 := (r0, r0).
2: Überprüfe, ob Startnäherung bereits gut genug ist:
if ρ0 < ε2 then
Setze xCG := x0 und stoppe.

end if
3: Berechne:
for k = 0, . . . , n− 1 do
sk := Apk

σk := (sk, pk)
αk :=

ρk
σk

xk+1 := xk + αkp
k

rk+1 := rk − αksk
ρk+1 := (rk+1, rk+1)
if ρk+1 < ε2ρ0 then
Setze xCG := xk+1 und stoppe.

else
pk+1 := rk+1 + ρk+1

ρk
pk

end if
end for

Konvergenz: Sei A ∈ Rn×n symmetrisch und positiv definit. Dann gilt

∥∥xk − x∥∥
A
≤ 2

(√
κ2(A)− 1√
κ2(A) + 1

)k ∥∥x0 − x∥∥
A
,

wobei xk die Näherungslösung des CG-Verfahrens nach k Iterationen ist.
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GMRES-Verfahren (Generalized minimal residual method)
Seien A ∈ Rn×n eine reguläre Matrix und f ∈ Rn eine gegebene rechte Seite des linearen Glei-
chungssystems

Ax = f.

Algorithm 2 GMRES-Verfahren berechnet Näherungslösung xGMRES ∈ Rn für eine gegebene Start-
näherung x0 ∈ Rn und eine gegebene Fehlergenauigkeit ε > 0.
1: Berechne r0 := f − Ax0 und ρ0 := ‖r0‖2.
2: Überprüfe, ob Startnäherung bereits gut genug ist:
if ρ0 < ε then
Setze xGMRES := x0 und stoppe.

end if
3: Setze v1 := 1

ρ0
r0 und p1 := ρ0.

4: Berechne:
for j = 1, . . . , n do
w := Avj

for i = 1, . . . , j do
βij := (vi, w)

end for
ṽj := w −

∑j
i=1 βijv

i

βj+1,j := ‖ṽj‖2
for i = 1, . . . , j − 1 do(

βij
βi+1,j

)
:=

(
ci+1 si+1

−si+1 ci+1

)(
βij
βi+1,j

)
end for
β :=

√
β2
jj + β2

j+1,j

sj+1 :=
βj+1,j

β

cj+1 :=
βjj
β

βjj := β
pj+1 := −sj+1pj
pj := cj+1pj
if |pj+1| ≥ ε then
vj+1 := 1

βj+1,j
ṽj

else
Berechne:
for i = j, . . . , 1 do
yi :=

1
βii

(
pi −

∑j
k=i+1 βikyk

)
end for
xGMRES := x0 +

∑j
i=1 yiv

i und stoppe. (Erst bei Abbruch wird xGMRES berechnet.)
end if

end for

Konvergenz: Sei A ∈ Rn×n positiv definit (∀y ∈ Rn \ {0} : (Ay, y) > 0). Dann konvergiert das
GMRES-Verfahren und es gilt

∥∥rk∥∥
2
≤

1−

[
λmin(

A>+A
2

)
]2

λmax(A>A)


k/2 ∥∥r0∥∥

2

mit rk = f − Axk, wobei xk die Näherungslösung des GMRES-Verfahrens nach k Iterationen ist.
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