Kapitel 5

Rand— und Eigenwertprobleme

Bei Anfangswertproblemen werden die Bedingungen zur Festlegung der bei der Bestim-
mung der allgemeinen Losung der Differentialgleichung auftretenden Konstanten an einer
Stelle zy formuliert. Betrachtet man stattdessen Bedingungen fiir unterschiedliche Posi-
tionen x = a und x = b, so spricht man von einem Randwertproblem. Als einfithrendes
Beispiel betrachten wir eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung;,

—u"(x) = f(z) firz € (a,b). (5.1)

Sei mit uy eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung gegeben, dann
lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung (5.1)

u(z) = co + 1z + up(x), (5.2)

und die Konstanten ¢y und ¢; sind aus geeigneten Randbedingungen in z = a und in x = b
zu bestimmen. Je nach Gestalt unterscheiden wir in Randbedingungen 1. Art (Dirichlet—
Randbedingung),

u(a) = uq, u(b) = uy,

in Randbedingungen 2. Art (Neumann—-Randbedingung),
uw'(a) = uq, u'(b) = up,
oder Randbedingungen 3. Art (Robin—Randbedingung),
u'(a) + aqu(a) = uq, u'(b) + apu(b) = uy.
Die oben genannten Randbedingungen sind Spezialfille der Sturmschen-Randbedingung
agu(a) + Bau'(a) = uq,  apu(b) + By (b) = wp, (5.3)

wobel
2+62>0, al4+pE>0
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vorausgesetzt wird. Durch Einsetzen der allgemeinen Losung (5.2) in die Randbedingungen
(5.3) ergibt sich ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Konstanten ¢y und ¢,

Qg [co + cra + uf(a)} + B [cl - u'f(a)} = Uy,

ap [co +c1b+ uf(b)] + By [cl - u’f(b)} = wp,

( Qo Qqa+ By ) ( co ) [ ua— aaug(a) — Bar(a)
ap  aph+ By aa )\ up—apup(b) — Bpuf(b) |

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig losbar fiir

bzw.

o, aga+f,

0 # det
# ( Qp Oébb + ﬁb

) = ag(apb + B) — ap(aaa + Ba) = agap(b — a) + By — apfa.

Insbesondere fiir das Dirichlet—Randwertproblem mit o, = o, = 1 und g, = 5, = 0 folgt
eindeutige Losbarkeit, wiahrend fiir das Neumann—Randwertproblem mit o, = o, = 0
die Losbarkeit nur unter zusétzlichen Voraussetzungen folgt, und die Losung, sofern diese
existiert, nur bis auf eine additive Konstante eindeutig ist.

Beispiel 5.1. Fiir das Randwertproblem
—u"(z) =1 firz e (0,1), u(0)=u(l)=0
151
1, 1,

up(x) = —5%% u(x) =co+ crr — 5%

Aus den Randbedingungen folgt

co =0, =73

und somit die Losung
1
u(x) = ax(l —x).

5.1 Greensche Funktion
Betrachtet wird die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung,
—(a(x)u'(z)) + b(z)u' (z) + c(x)u(x) = f(x) firz e (0,1), (5.4)
mit homogenen Sturmschen Randbedingungen
aou(0) + Boa(0)u'(0) =0, ayu(l) + Ba()u'(1) =0, of + 57> 0. (5.5)

In (5.4) seien a(x) und b(z) als stetig differenzierbar, und c(z) als stetig vorausgesetzt.
Weiter gelte a(z) > 0 fiir alle x € [0, 1]. Eine Multiplikation der Differentialgleichung (5.4)
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mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Funktion v, Integration iiber ein beliebiges
Intervall (a,b) C (0,1), und partielle Integration ergibt

/ab f(x)v(z)dr = /ab [_ (a(x)u'(x)) + b(x)u/(x) + c(x)u(x)]v<x) du

— / [a(:p)u’(w)v'(:p) + b(z)u' (x)v(z) + c(:p)u(x)v(x)] dr — a(z)u'(z)v(z) Z,

und somit die erste Greensche Formel

b

b
a(u,v) = / Lu](z) v(z) dx + a(x)u'(z)v(x)

(5.6)

a

mit der Bilinearform

b
a(u,v) = / [a(x)u'(a:)v'(:c) + b(x)u' (z)v(z) + c(a:)u(:c)v(:c)} dr,
und mit dem Differentialoperator
Llu)(z) = —(a(z)u'(z))" + b(z)u'(z) + c(x)u(z).
Nochmalige partielle Integration liefert

a(u,v) = / [a(x)u’(x)z/(x)+b(x)u’(x)v(:c)—i—c(az)u(:c)v(:c) dx

b

= [a(@)v'(z) + b(z)v()]u(z)| + / U(x)[—(a(x)v'(x))’—(b(af)v(af))’+0($)v($) da

a

= (a0 () + b(@)o()]u(z)|

a

b
+ / u(z) L*[v](z) dx
mit dem formal adjungierten Operator

Lro](x) = =(a(z)v'(2)) = (b(x)v(2))" + c(x)o(z).

Fir b = 0 ist L = L*, der Differentialoperator heifit selbstadjungiert. Allgemein gilt die
zweite Greensche Formel

b

/ Llul(x) v(x) dx + a(z)u'(z)v(z) (5.7)

a

b

b
= [a(x)v'(z) + b(x)v(x)|u(x) +/ u(z) L [v](x) dx .

a

Insbesondere fiir (a,b) = (0,1) gilt

‘Aﬁum@mmg—m@LWM@ymz[@@m@nw»—w@w@»+wwm@m@ .
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Neben den Randbedingungen (5.5) an w erfiille auch v Randbedingungen,
aov(0) + Bo[a(0)v'(0) + b(0)v(0)] =0, agu(l) + Bola(1)v' (1) + b(1)v(1)] = 0.

Fiir By = 0 ist nach Voraussetzung o # 0 und somit folgt u(0) = v(0) = 0. Fiir fy # 0 ist
0y = 20 gy = v(0)
YO =Gay O[5 0l
und somit
a(0)(u(0)v'(0) — u'(0)v(0)) + b(0)u(0)v(0)
. —u Q) (0) Q) U(O)v w v _
= a(0) (—u@)[ 52 +50)] 25 + 520 ) + 30)u(0)0(0) .

Da entsprechendes auch fiir x = 1 gilt, folgt insgesamt

/0 1 [L[u] (2) v(z) — u(z) L*v] (:c)} dz = 0. (5.8)

Ziel ist die Herleitung einer Darstellungsformel fiir die Losung v des Randwertproblems
(5.4) und (5.5). Sei v; und v, ein Fundamentalsystem des adjungierten Differentialoperators
L*, d.h. fiir v = vy + covg gilt

L*[v](z) = L*[c1v1 + covo](x) = e1 L¥[v1](x) 4+ coL*[vo](x) = 0 fiir x € (0, 1).

Fiir die Losung u der inhomogenen Differentialgleichung (5.4) folgt dann aus (5.7)

[a(y)v'(y) + b(y)v

/f (v) dy + a(y)d ()o(y)|

a

fiir ein beliebiges Intervall (a,b) C (0,1). Sei jetzt x € (0,1) beliebig aber fest. Dann gilt
fiir die Funktion

v(y) = vo(z,y) = &} (2)v1(y) + (x)va(y)  fiiry € (0,2),

welche die Randbedingung
agvo(z, 0) 4+ Bola(0)vy(x, 0) + b(0)vg(x, 0)] = 0,
erfiillt, die Gleichheit
o(a)uh(avz) + ba)en(a (o) = [ F)en(r. o) dy + alo)u'(o)oofe, )
0
Entsprechend folgt fiir die Funktion

U<y> = Ul('rvy) = C%(l’)v1<l’,y) + C%U2<l’,y) ﬁir Yy € (SL’, 1)7
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welche die Randbedingung
avy(z,1) + Brla(D)vy(z, 1) + b(1)v (2, 1)] =0

erfiillt,

—mwwumw+b@wmmww@»:Lfﬂwm@wwm—mww@wmaw.
Die Summation der beiden Ausdriicke ergibt
|a(@)vh(e, 7) = v (@, 2)] + (@)oo (2, 2) = v1 (2, 2)] | u(a)
= [ty [ S ds+ o @it o) - o)
Sind die Forderungen
vlz,z) =vi(z,2), vh(z,2)—v)(r,7) = ——

erfiillt, so folgt

mm:AW@mmw@+/f@mmw@:AG@@ﬂww (5.9)

mit der Greenschen Funktion

Gl y) = { vo(x,y)  firy € (0,2), (5.10)

'Ul(xay) ﬁirye ("L‘al)
Beispiel 5.2. Fiir das Randwertproblem
—u'(x) = f(z) firz € (0,1), w(0)=u(l)=0
151
Weiters sind
’Uo(ﬂf, y) = C?(SL’) + Cg(ﬂf) Y, ’Uo(ﬂf, O) = C?(SL’) =0,
und
vi(z,y) = ci(@) + (@) -y, vz, 1) = () + ey() = 0.
Aus der Gleichheit vy(x,z) = vi(z, x) folgt
ci(@) +(x) @ = ei(w) + p(x) - w,
wéhrend sich aus vj(x,z) — vi(z,x) =1

(@) —ey(z) =1
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ergibt. Damit folgt

c(z) =0, c(x)=—cy(x), cy(w) = Cg(ff) -1

und somit
cy(x) - w = ey(2) (2 — 1) = (5(2) — 1) — 1),
d.h.
Q@) =1-a, @)=—z, )=z
bzw.

vo(w,y) = (1 =)y, wi(r,y)=z—ay=2(l-y).

Die Greensche Funktion lautet also

(1 —z)y  firy e (0,2),

Gla,y) = { r(l1—vy)  firye (z,1).

Fiir die Losung des Randwertproblems
—u"(x) =1 firz e (0,1), u(0)=u(l)=0

1st also

u@)zﬂzG@wwumw _ A?l—xwdy+1:a1—wdy
1 , 1 , 1
= 5(1—:5):1: +§x(1—x) —éx(l—:c).

Die Darstellungsformel (5.9) beriicksichtigt in der Konstruktion der Greenschen Funktion
(5.10) die homogenen Randbedingungen (5.5). Im folgenden soll ein anderer Zugang zur
Darstellung einer Losung der Differentialgleichung (5.4) betrachtet werden, der keine Rand-
bedingungen an die zu bestimmende Funktion v stellt. Der Einfachheit halber betrachten
wir wieder das Randwertproblem

—u"(z) = f(z) firze(0,1), u(0)=u(l)=0 (5.11)
mit der zugehorigen zweiten Greensche Formel

= v(y)uly)

a

+/u@%w@wy

/ fwv(y) dy + ' (y)v(y)

a

Dabei ist (a,b) C (0,1) beliebig. Sei x € (a,b) beliebig aber fest. Fiir (a,b) = (0,z) und
v(y) = x — y folgt dann

Aéﬂw@—yww—xwm>=—w@,
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bzw. ergibt sich fiir (a,b) = (z,1) und v(y) =y — =

/ F)y = 2) dy + o'(D(1 = 2) = —u(z).
Summation ergibt die Darstellungsformel

1a:u’(O) — 1u’(l)(l —x) firz € (0,1).

uw) = =3 | e = yldy+ G 0) = 5

Die Losung des Randwertproblems (5.11) kann also beschrieben werden, sobald die Ablei-
tungen u'(0) und «’(1) bekannt sind. Fiir  — 0 folgt aus der Randbedingung «(0) = 0

—/Olf(y)ydy,
= /Olf(y)(l —y)dy

u(z) = ——/ F)le—y \dy—l—lscu(())—%u(l)(l—x)
= 5 [ -slar ;[ st v [ -
1

- /<y>[<1—y>+y<1—x>< )]y

wéhrend fiir  — 1 und u(1) =0

folgt. Damit ergibt sich fiir x € (0, 1)

[\]

ty [ @00 ot -0 - -]y

_ /Oxf(y)y(l —x)dy+/m fy)z(1l -

G(z,y)f(y)dy

I
S~

mit der bereits bestimmten Greenschen Funktion. Die Funktion

1
U (z,y) = —§|:p —y| firz,yeR (5.12)

wird als Fundamentallosung des formal adjungierten Differentialoperators L*[u] = —u”

bezeichnet, fiir y # x ist diese Losung der homogenen Differentialgleichung und es gilt

/0 u(y) L,[U(x, y)dy = u(z) firz € (0,1).
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Ist fiir das lineare Randwertproblem (5.4) und (5.5) die Greensche Funktion G(z,y) be-
kannt, d.h.

u(z) :/0 G(z,y)f(y)dy fiirz € (0,1)

ist Losung des Randwertproblems, so kann dann auch die Losbarkeit der nichtlinearen
Differentialgleichung

—(a(x)u'(2)) + b(x)u' (x) + c(z)u(z) = f(z,u(x)) firz e (0,1) (5.13)

mit homogenen Randbedingungen (5.5) untersucht werden. u ist genau dann eine Losung
des nichtlinearen Randwertproblems (5.13) und (5.5), wenn u in (0, 1) stetig ist und der
Integralgleichung

u(z) = / Gla.y)fyuly)) dy firz € (0,1) (5.14)

geniigt. Dabei ist G(z, y) die Greensche Funktion des linearen Randwertproblems (5.4) und
(5.5). Zu untersuchen bleibt somit die Losbarkeit der nichtlinearen Integralgleichung (5.14).
Hinreichend fiir den Nachweis der eindeutigen Losbarkeit der Integralgleichung (5.14) ist
der Nachweis der Kontraktionseigenschaft von

Tl (z) = / Gla,y) flyuly)) dy firx € (0,1)

im Raum C([0,1]) der in [0,1] stetigen Funkionen, welche die Randbedingungen (5.5)
erfiillen.
Als Beispiel betrachten wir das Randwertproblem
—u"(z) = f(z,u(x)) firze (0,1), u(0)=u(l)=0

und die Integralgleichung

u(z) = / Gl y)f (v, uly)) dy fir z € (0,1)

mit der Greenschen Funktion

[ (A=x)y firy € (0,x),
G(z,y) = { z(l—y) firy€ (z,1).

Ist f(z,u) Lipschitz—stetig, d.h. es gilt

|f(z,v1) — f(z,09)] < L|vg —wg| fiirallex € (0,1), wvy,v9 €R,
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so folgt, die Greensche Funktion ist nichtnegativ,

70 = Tlelleqony = max [Tlul(e) ~ Tle](x)]
1
< max [ G| r.ut) - o)
1
< max |10 ut) = 00| max [ Glady
1
< L s uly) = o) max |Gl .

Es ist
! 1 1
max | G(z,y)dy = max —z(l —x) = -,
; 2 8

z€[0,1] z€[0,1]

und somit folgt
1 .
ITTu] = Tlollleqon < gL lu = vlieqoy  fir alle u,v € C([0,1]).

Ist f(-,-) Lipschitz—stetig mit L < 8, so ist T : C([0,1]) — C([0,1]) Kontraktion, und die
Methode der sukzessiven Approximation

W) = [ Gl dy firee ©.)

konvergiert gegen die Losung des nichtlinearen Randwertproblems (5.13) und (5.5).

5.2 Sturm—Liouvillesches Eigenwertproblem

Betrachtet wird ein homogenes Randwertproblem fiir einen selbstadjungierten Differential-
operator,

—(a(z)u'(x))" + c(x)u(z) = Mu(z) firz € (0,1), (5.15)
aou(0) + Boa(0)u'(0) =0, ayu(l) + Bra(Du'(1) =0, of + 7 >0, (5.16)

welches zusétzlich von einem skalaren Parameter A abhéngt. Gesucht sind diejenigen Werte
von A, fiir welche das homogene Randwertproblem (5.15) und (5.16) neben der trivialen
Losung auch nicht-triviale Losungen besitzt. In diesem Fall wird A als ein Eigenwert des
Randwertproblems, und u als die zugehoérige Eigenfunktion bezeichnet. Offensichtlich sind
die Eigenfunktionen nur bis auf einen multiplikativen Faktor bestimmt.

Beispiel 5.3. Als erstes Beispiel betrachten wir das Dirichlet-Figenwertproblem des Laplace—
Operators,
—u"(z) = Mu(z) firz € (0,1), wu(0)=u(l)=0.
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Fiir A =0 ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung
—u"(x) =0 firz e (0,1)

gegeben durch
u(x) = ¢y + 1.

Aus den Randbedingungen
u(()):co:(), u<1)260+0120

folgt dann aber nur die triviale Losung u(z) = 0.
Fiir A\ = —a? <0, a € R, lautet die zu lisende Differentialgleichung

ou(r) —u"(x) =0 firz € (0,1),

mit der allgemeinen Lésung

u(z) = 1€ + coe™

Aus den Randbedingungen u(0) = u(1) = 0 folgt wieder nur die triviale Lisung u = 0.
Fiir A\ = o? > 0, a € R, ist schlieflich

u’(z) + ®u(r) =0 firz € (0,1),
mit der allgemeinen Lésung
u(z) = Acosax + Bsinax .

Aus der Randbedingung u(0) = 0 folgt zundchst A = 0, aus der Randbedingung u(1) = 0

folgt
Bsina=0.

Fiir die Existenz nicht—trivialer Losungen muf$ B # 0 gelten, d.h.
sina=0, a=km, keN.
Damit erhalten wir fir die Figenwerte und die zugehdrigen Figenfunktionen
Mo = (km)?,  wup(w) =sinkrx  firk € N,

Es gibt also abzdhlbar viele einfache Figenwerte i, welche fir k — oo gegen unendlich
streben, und die Figenfunktionen bilden ein Orthogonalsystem: Mit dem Additionstheorem

sina sin 3 = % [Cos(a — ) — cos(a + 5)]
qgilt fir k # ¢

1 1
/ ug(x)up(z)de = / sin krz sin frx dx
0 0

1
=3 / [cos(k; — ) — cos(k + E)m:] dx = 0.
0
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Fiir k = 0 ist entsprechend

1 1 1 1
/ [ug(2)]* dox = / sin® kra dr = - / [1 — cos 2]{;7&4 dr = =.
0 0 2 Jo 2

Betrachtet man jetzt das Randwertproblem
—u'(z) = f(x) firz€(0,1), u(0)=u(l)=0,

so fiihrt der Ansatz

u(z) = Zakuk(a:)
k=1
auf N N
flo) = —u"(2) = ar[—uj(2)] = > axdsun(x),
d.h. 1 N 1
/ f(x)uy(x) dx = Zak)\k/ ug(x)u(x) de = %ag)\g,

0 k=1 0

bzw. ) g
ay = N, f(@)up(x) dx

Ausgehend von Beispiel 5.3 stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen Aussagen
iiber die Existenz, Anzahl und Verteilung von Eigenwerten getroffen werden kénnen, und
wann man Loésungen von Randwertproblemen in eine Reihe nach den Eigenfunktionen
entwickeln kann.

Satz 5.1. Gegeben sei das Sturm—Liouville Figenwertproblem
—(a(z)u'(2))" + c(x)u(x) = Mu(z) firz e (0,1),

aou(0) + Boa(0)u/(0) =0, ayu(l) + Bra()u/(1) =0, of + 57 > 0.

Dabei sei a(x) > 0 in [0,1] stetig differenzierbar, und c(z) sei in [0, 1] stetig. Dann besitzt
das Eigenwertproblem unendlich viele reelle Eigenwerte

A <A< X<...<\, =00 fiirn— oo.

Die zum Eigenwert X\, gehorende Figenfunktion w, hat im Intervall (0,1) genau n Null-
stellen. Zwischen zwei Nullstellen von w, liegt genau eine Nullstelle von wu,1. Die Eigen-
funktionen lassen sich so normieren, dafS sie ein Orthonormalsystem bilden,

/01 U (T) U (2) dT = .-
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Jede in [0,1] stetig differenzierbare Funktion u, welche die Randbedingungen erfillt, laft
sich in eine absolut und gleichmdssig konvergente Fourierreihe entwickeln,

u(x) = Zanun(x), an :/0 u(z)un, () de.

n=0

Der Beweis von Satz 5.1 kann auf unterschiedlichen Wegen gefiihrt werden. Zur Losung
der Differentialgleichung

—(a(z)d' ()" + c(z)u(r) = Au(x)
betrachten wir die Substitution
y1(z) == u(x), ya(x) = a(z)u'(x), (5.17)

und wir erhalten ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung,

o) =25 h(a) = [eta) = A(o). (5.18)

Jede Losung des Differentialgleichungssystems (5.18) erlaubt eine Darstellung als Kurve
(y2(x),y1(x)) im Phasenraum, in Polarkoordinaten ist

yi1(z) =r(x)sinp(x), ya(x)=r(x)cosp(x). (5.19)
Mit

yi(x) = r'(2)sinp(r) +r(z)¢'(z) cos p(),

Yo(x) = 7'(x)cosp(x) —r(z)¢ () sinp(z)
folgt

y1(x) cos p(r) — yo(2) sinp(x) = r(z)¢'(z) .
Andererseits ist
oy = o) (o)

e = (@) cos p(z)

bzw.

Daher folgt

bzw.

Y'(x) = ﬁ cos o(z) — [c(x) — A sin® p(z). (5.20)

Wir haben also die Losung des Eigenwertproblems (5.15) und (5.16) zuriickgefiihrt auf die
Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung.
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Entsprechend folgt mit

r'(z) = yi(z)sine(z) + y5(x) cos p(x)

— % cos p(z) sinp(x) + [c(x) — AJr(z) sin p(z) cos p(x)

= [ﬁ +c(r) — )\]T(x) cos () sin p(z)

eine Differentialgleichung zur Bestimmung von r(z).
Diese Umformung (5.17) der Differentialgleichung (5.15) wird als Priifer—Transformation
bezeichnet. Die Eigenschaften einer Eigenlosung u ergeben sich wegen

yi(x) = u(z) = r(z)sinp(z)

aus den Figenschaften der Funktion ¢(z).
Sei u(x, \) eine Losung der Differentialgleichung

—(a(x)u'(m, )‘)), + c(x)u(:p, )‘) = )\U({L‘, )‘)a
mit, durch eine entsprechende Skalierung,

u(0,\) =sina, a(0)u'(0,\) =cosa, «€[0,m).

Sei )\
SO('I’ )\) = arctan 9 (x) — arctan L’/)
yz(x) (I(ZL‘)U ({L‘)
die durch die Priifer—Transformation bestimmte Funktion mit
u(0) sin v
©(0, \) = arctan W = arctan - -«

Diese ist Losung der Differentialgleichung

Oz, \) = %ﬁg’)\) + [N — c(x)] sin? (z, )
1 1 L,
= @) + [)\ ~aw) c(:c)} sin® p(z, A),

bzw. des Anfangswertproblems

! 1 1 2
o' (x, ) = a(@) + [)\ T al) c(x)] sin® p(z,A), ©(0,\) =a. (5.21)

Aus dem Anfangswertproblem (5.21) lassen sich nun verschiedene Eigenschaften der Funk-
tion ¢(x, A), und somit der Eigenfunktion u(x, \) ablesen.
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Folgerung 5.1. Aus ¢(xg,\) = km folgt

o' (9, \) = > 0,

d.h. die Kurve y = p(x, \) schneidet die Gerade y = km hdchstens einmal, von unten nach
oben. Insbesondere fiir k =0 folgt

o(x,\) >0 firz e (0,1, € R.

Lemma 5.1. FEs gilt
ox(x,A) >0 firxz e (0,1], XeR.

Beweis: Die Differentiation der Differentialgleichung

', \) = % + [)\ - % — c(az)] sin® (2, \)

nach \ ergibt

%gp,\(:c, A) = sin® o(z, \) + [)\ — % — c(a:)]Qsin o(x, A) cos p(z, A)pr(x, N),

die Funktion @, (x, \) gentigt also der Differentialgleichung

O\, A) = p(z)oa(w, A) + q()

1
p(z) = [)\ - = c(x)] 2sin o(z, A) cos o(z, ), q(z) = sin® p(x, ).
a(x)
Wegen (0, \) = « folgt die Anfangsbedingung
QOA(O, )\) =0.

Mit der Stammfunktion

folgt durch Trennung der Verédnderlichen und Variation der Konstanten

or(z,\) = / ep(m)’P(s)q(s) ds,
0

und wegen
q(s) = sin® p(s, ) > 0,

mit Ausnahme endlich vieler Stellen, folgt schlieflich

oa(z,\) >0 firz e (0,1].
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Lemma 5.2. FEs gilt
lim ¢(1,A) =0.

A——00
Beweis: ¢(x,\) ist Losung des Anfangswertproblems

o)) = % +[r- % — (@) sin? (e, 3) = flw ol X)), (0.3) =

Sei 1(x) eine in [0, 1] stetig differenzierbare Funktion mit
(a) > f(z,(x) firz e (0,1], ¢(z)>a
Wir zeigen zunéchst, dafl dann
oz, \) <(x) firz e 0,1]
gilt, d.h. ¥(z) ist eine Oberfunktion zu @(x, A): Existiert ein z € (0, 1] mit
(0, A) = ¥(x0),

so folgt fiir die Differenz

2(x) = () — oz, A),  2(0) = (0) —(0,A) >0, z(xo) =0,
die Beziehung

(o) = ¥'(20) — ¢'(20, A) > f(20,¥(20)) — f(20, p(20,A)) =0,

d.h. z(z) < 0 fiir x < 2y im Widerspruch zu z(0) > 0.
Fiir « € [0,7) und € € (0,7 — «) sei

Y(x)=2e—mx+m—¢, Y0)=m—c>a, Y(1)=c.

Dann ist, fiir 0 > A\ — —o0,

()| sin? ()

IN

1

flz,(x) = v [
L
a(x)

[

< 2e—7=1'(2),

L
(1
T )} sin? g2

d.h. es folgt
oz, ) <¥(z) firzel0,1], ¢(1,A)<e
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Lemma 5.3. FEs existieren positive Konstanten vy, vs und Ao mit
NVA< (L) <3V fiir A > .

Beweis: Es existieren Konstanten A, By und As, B, so daf§ fiir grofle A

1 1
Ay 4 ABysin® oz, \) < @) + (A — @) c(x)] sin® p(z, \) < Ay + ABysin® p(z, \)
fir alle x € [0, 1] gilt, bzw.
# (@A) <1< LAY fur z € [0, 1]
Ay + ABysin?p(x,\) = T A + ABysin® o(z, \) T

Integration ergibt

1 1
/ L)) << / 2) g,
0 A+ ABysin® ¢(x, \) 0 Aj + ABysin® p(x, \)
bzw. mit der Substitution s = p(z, \)

P(1,)) ds e(1,2) ds
/ <1< / |
o Ay 4+ ABysin?s =, Ay 4+ \Bysin?s

Es sei &k € N mit

kr < p(1,)\) < (k+ 1)~.

Wegen a < 7 folgt dann, unter Ausnutzung der Periodizitiit,
(1,A) ds ke ds
1 Z / . 2 Z / . 2
o Ay + ABysin® s » As+ ABysin®s

T ds T ds
= (k-1 k—1 _
( )/0 As 4+ A\Bysin? s = )/0 Ay + A\Bys?

= (k-1 \/7arctan\/zs =c(k—-1) !
AB; Ay \/X
Damit gilt
VA ek —1) = %((k Y1) —27) > %(gp(l,)\) —2m)
und somit

o(1,A) < %\/XjL 21 < VA

fiir hinreichend grofe A . Andererseits ist, mit 1s < sin s fiir s € (0,7/2),

p(1L,N) ds (k+1)m ds
e o .
o Ay 4+ ABjsin® s 0 Ay 4+ ABjsin® s

7'('/2 dS 71_/2 ds
= 2(k+1 <2k +1 a5
(B4 )/o Al—i—)\BlsinZs_ (k+ )/0 Ay + AB;is2

= k+1~/)\Blarctan@/4—Als

k+1)%.
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Damit gilt
2 2 1
VA <elk+1) = =k < ZZp(1,A) = —o(1, ).
T m

1

Sei u(x, \) eine Losung der Differentialgleichung
—(a(z)u'(z,N)" + c(x)u(z, ) = Mu(z, \)
mit den Anfangswerten
u(0,\) =sina, a(0)u'(0,\) =cosa, «€[0,m).

Dieses a € [0, 7) kann nun so gewéhlt werden, so dafl die Vektoren

( u(0) ):(sina) (ao)
a(0)u'(0) cosa )’ Bo
orthogonal zueinander sind, d.h.
apsina + fycosa = 0.
Fiir dieses a € [0, 7) folgt dann
0 = apsina + o cosa = agu(0) + Foa(0)u'(0),

d.h. die erste Randbedingung des Sturm-Liouville Eigenwertproblems. Zu erfiillen bleibt
die zweite Randbedingung
aru(l) + fra(1)u'(1) =0.

Sei
u(z, A)
a(x)u'(z, )’

die durch die Priifer—Transformation bestimmte Funktion mit

o(x, \) = arctan ©(0,)) =«
u(z,\) =r(x,\)sinp(x, ), a(x)u'(z,\) =r(x,\)cosp(x,\).
Dann folgt
0= aqu(l) + fra(1)u'(1) = r(1,N) [al sin (1, ) + B1cos (1, N)] .
Dies ist genau dann erfiillt, wenn fiir ein 8 € (0, 7] gilt
e(L,A)=08+nm, neNg.

Man beachte ¢(z, ) > 0 fiir z € (0,1] und A € R.
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Da ¢(z, ) fir jedes z € (0,1] in A streng monoton wachsend ist, existiert fiir jedes
n € Ny genau ein A\, € R mit
(1, \,) =B +nr.

Diese \, sind die gesuchten Eigenwerte, und w,(z) := u(x, \,,) sind die zugehorigen Eigen-
funktionen. Aus den Abschéatzungen

NV <p(1,A) < 32VA
fiir hinreichend grosse A > Ag folgt dann
'Y%An < [e(1, )‘n)]Q = [8+ nW]Q < ’722)‘nv

und somit
cin® <\, < con?®  fiir grosse n.

Fiir die Nullstellen der Eigenfunktion w,(z) ist
up () = r(z, \p) sinp(z, \,) =0,

d.h.
o(x, \y) = km, keN.

Andererseits ist
0< 0, ) =a<m, nr<el\)=nr+p5<(n+1)m,

nach Folgerung 5.1 nimmt ¢(z, A,) fiir K =1,...,n den Wert k7 genau einmal an, u,, hat
also genau n Nullstellen.

Fiir den Beweis der Aussage der Lage von Nullstellen zweier aufeinander folgender Null-
stellen soll hier verzichtet werden, fiir den Beweis der Orthogonalitét der Eigenfunktionen
betrachten wir einen anderen Zugang, der im folgenden kurz skizziert werden soll.

5.3 Variationsmethoden fiir Randwertprobleme

Als Modellbeispiel betrachten wir die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
—(a(x)u'(z)) + b(x)u' (x) + c(z)u(z) = f(z) firxz e (0,1)
mit den Randbedingungen
aou(0) + Boa(0)u'(0) = ug, aqu(l)+ fra(1)u' (1) = uy.

Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit setzen wir o? + 32 = 1 fiir i = 0,1 voraus. Die
Multiplikation der Differentialgleichung mit einer geeignet gewéhlten Testfunktion v, Inte-
gration iiber (0, 1, und partielle Integration ergibt

/01 f(z)v(z)dzr = /01 [ — (a(x)u/(x))" + b(z)u'(z) + C(x)u(x)]'U(x)dx
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Fiir 8; # 0,7 =0, 1, konnen die Randbedingungen nach der Konormalenableitung aufgelst

werden,
1

a(0)u'(0) = B

[uo - ozou(())}, a(1)u/(1) = [ul — alu(l)]

Bo

Durch Einsetzen folgt also

/0 [a(:c)u’(a:)v’(x) + b(a)d (2)v(z) + c(x)u@)v(x)}dx - B—iu(l)v(l) + B—SU(O)U(O)

1
/ flx x—Eulv(l)Jr%

Jede Losung des Randwertproblems erfiillt diese Variationsformulierung fiir geeignet ge-
wihlte Testfunktionen. Wir haben gesehen, dass fiir 3; # 0 die Randbedingung in der Va-
riationsformulierung beriicksichtigt werden konnte. Daher werden Neumann— oder Robin—
Randbedingungen auch als natiirliche Randbedingungen bezeichnet. Im Gegensatz hierzu
sind Dirichlet-Randbedingungen «(0) = ug bzw. u(l) = u; explizit zu fordern, daher
werden diese auch als wesentliche Randbedingungen bezeichnet.

uov(0)

Allgemein kénnen wir das Variationsproblem schreiben als: Gesucht ist u € V' so dass
a(u,v) = F(v) firallev eV

erfiillt ist. Dabel ist

1
/ f dr — Eulv( ) EUQU(O)

eine Linearform, welche jeder Funktion v € V' einen Wert F'(v) € R zuordnet. Entsprechend
definiert

a(u,v) ::/0 [a(x)u'(:c)v'(x)+b(:€)u’(:c)v(x)+c(a:)u(:c) (x) da:—Eu( Ju(1)+ i

fiir u,v € V eine Bilinearform. Wesentlich fiir die weiteren Betrachtungen ist die folgende
Voraussetzung:

u(0)v(0)

Voraussetzung 5.1. Fiir alle v € V, v # 0, gelte

a(v, v) = / (@) (@) + b (2)o() + e(2)o(@)]2|de = S + S [p(0)2 > 0

Diese Voraussetzung ist zum Beispiel unter den folgenden Bedingungen an die im Rand-
wertproblem auftretenden Koeffizienten erfiillt:
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Fiir diese Wahl an Koeffizienten folgt auch die Symmetrie der Bilinearform a(u,v), d.h. es
gilt
a(u,v) = a(v,u) fir alle u,v € V.

Definieren wir das Funktional

so gilt:
Satz 5.2. Seiu € V Lisung des Variationsproblems. Dann gilt
J(u) < J(v) fir allev e V.

Beweis: Firv=u+tw, weV,tecRist

1
J)=J(u+tw) = 5a(u+tw,u+tw) — F(u+ tw)

= %a(u, u) — F(u) +t [a(u,w) — F(w)| + %a(w,w)
1

> éa(u, u) — F(u) = J(u)

Die Losung des Variationsproblems ist tatsdchlich dquivalent zur Losung von

J(u) = inf J(v).

veV

Es stellt sich die Frage, wie der Funktionenraum V' zu definieren ist, so dafl das Infimum
J(u) fiir v € V angenommen wird. Eine Losung u € C?((0,1)) N C*([0, 1]) des Randwert-
problems heifit klassische Losung, dabei ist a € C1((0,1))NC([0,1]), und b, ¢, f € C((0,1))
vorauszusetzen. Jede klassische Losung ist offenbar auch Losung der Variationsformulie-
rung, sofern die Testfunktionen geeignet gewéhlt werden.

Beispiel 5.4. Fir das Funktional

J(v) = & /0 l[v’(x)]de— /0 1/22}(20) dx + /1 1 () do (5.22)

tr— 1a? firz € (0,1 — ¢,
w(@) = (B a-D+ -3 - k- firrel-aite
%xz—%x+i fijrxe[%+5,1]
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definierte Funktionenfolge. Fiir diese ist

117 1
J(u) = —— + ——¢%, inf J(u.) = —— .
(ue) = =56 + 5010° Inf J(ue) = =55

Wihrend fiir e > 0 alle Funktionen u. im Intervall [0, 1] zweimal stetig differenzierbar sind,
ist die Grenzfunktion

x? firz €10,% —¢,

1 1
=3

4
%2—%x+i fijrxe[%+z—:,1]

u(z) == ll_r)%ue(l’) = {

im Intervall [0, 1] nur einmal stetig differenzierbar,

{ 1 firzel0,1),

) = -1 firz e (3,1].

Das in (5.22) definierte Funktional nimmt also das Infimum tber der Menge der im Inter-
vall [0, 1] zweimal stetig differenzierbaren Funktionen nicht an. Daher ist der Funktionen-
raum V' so zu wdhlen, so dass das Infimum in V' auch angenommen wird.

Beispiel 5.4 motiviert die Definition des Sobolev—Raumes

WL((0,1)) := {v € Lo((0,1)) : v € La((0, 1))}

aller im Intervall (0, 1) quadrat—integrierbaren Funktionen, deren Ableitung ebenfalls quadrat—
integrierbar ist. Eine zugehorige Norm ist gegeben durch

1 1
||v||%,V21((071)) ::/ |v(x)|2dx+/ |v'(2)|* dx .
0 0



