Kapitel 2

Gewohnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung

Betrachtet wird eine explizit gegebene Differentialgleichung erster Ordnung,

y'(x) = f(z,y(x)) firz € la,b]. (2.1)

Dabei sei die reellwertige Funktion f(z,y) fiir (z,y) € D = [a,b] x [a, 8] C R? erklirt,
und y : [a,b] — R ist eine Losung der Differentialgleichung in [a, b], wenn y(x) dort stetig
differenzierbar ist, der Graph von y(x) in D liegt, und y(x) die Differentialgleichung in
[a, b] erfiillt, d.h.

(z,y(x)) € D, o (z) = f(z,y(x)) firz € a,b].

Die explizit gegebene Differentialgleichung (2.1) erster Ordnung erlaubt eine einfache geo-
metrische Interpretation. Sei y(x) eine Integralkurve durch den Punkt (z¢,yo) € D, d.h.

y(zo) = Yo, Y (w0) = f(xo,y(20)) = f(0,v0)-

Durch die Differentialgleichung (2.1) wird also die Steigung der durch den Punkt (¢, yo)
gehenden Losungskurve y(x) beschrieben. Diese Betrachtung kann fiir jeden Punkt aus D
durchgefiihrt werden, womit sich ein Richtungsfeld der Differentialgleichung erstellen 1&a8t,
siehe Abbildung 2.1. Das Richtungsfeld ist also die Gesamtheit aller Linienelemente

(20, Yo, f (0, %0)),  (T0,%0) € D.
Offenbar geht durch jeden Punkt (xg,yo) € D eine Losungskurve y(x), die Bedingung

y(@o) = yo (2.2)

beschreibt also genau eine Losungskurve y(x) der Differentialgleichung (2.1). Die Bedin-
gung (2.2) bezeichnet man als Anfangsbedingung, und das zugehorige Anfangswertproblem
lautet

y'(x) = f(z,y(x)) firz€la,b], y(zg)=yo fiirzy € [a,b]. (2.3)
Im folgenden betrachten wir einige Beispiele fiir explizit gegebene Differentialgleichungen
erster Ordnung, welche eine einfache Bestimmung der Losung erméoglichen.
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Abbildung 2.1: Richtungsfeld der Differentialgleichung v/(z) = y(z) + =.

2.1 Elementar integrierbare Differentialgleichungen
Fir
fla,y) = g(@)
ergibt sich fiir das Anfangswertproblem (2.3) die Darstellung
y'(x) =g(x) firzeR, y(xo) = 0. (2.4)
Durch Integration der Differentialgleichung in (2.4) folgt als Losung

y(@) = yo + / "g(s)ds.

zo
Fiir
[z y) = h(y)
lautet das Anfangswertproblem (2.3)

y'(x) =h(y(x)) firzeR, y(zo)=vo. (2.5)

Solange die Voraussetzung h(y(x)) # 0 erfiillt ist, andernfalls sind Fallunterscheidungen
vorzunehmen, fiithrt die Division durch h(y(x)) auf das Anfangswertproblem

=1 firzeR, y(z) = yo.

Anschliessende Integration, dabei ersetzen wir die Integrationsvariable x durch s € (g, x),

ergibt
x y/(s) \/:B
ds = ds =z —xg.
/xo h(y(s)) o ’
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Mit den Transformationen

folgt
y(@) g,
v = [T = Hlyw) - Hiy(a)

mit der Stammfunktion

Damit ergibt sich die Losung des Anfangswertproblems (2.5) als die durch

H(y(z)) — H(yo) — (x — x0) =0 (2.6)
implizit gegebene Funktion y(x).
Beispiel 2.1. Betrachtet wird das Anfangswertproblem

y'(r) = Vylz) firzeR, y(0)=0.

Dabei ist y(x) > 0 fir alle x € R vorauszusetzen. Offensichtlich ist y(x) = 0 eine Ldsung.
Wegen y'(z) = \/y(x) > 0 folgt weiters, daff jede Losung der Differentialgleichung monoton
wachsend ist. Mit
dz
H(z) = | == = 2Vz  Hy(x)) =2V/y(z), H(y(0)) = 0.
bleibt (2.6) zu losen,

2V/y(x) = x.

Wegen +/y(x) > 0 gilt dies nur fir x > 0. Dann folgt

T

2
y(x) = (5) firx > 0.
Fiir x < 0 ist die Losung gegeben durch y(x) = 0. Die so erhaltene Lisung

X

(5)2 firz >0,

0 fiirx <0

y(z) =

ist fur alle x € R stetig differenzierbar. Fir jede nicht negative Konstante ¢ € R, ¢ > 0, ist

2
r—c ..
y(z) = < 5 ) firx > c,

0 firz <c

ebenfalls eine Losung des betrachteten Anfangswertproblems, dieses hat also unendlich viele
Losungen, siehe Abbildung 2.2.
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Abbildung 2.2: Losungen fiir ¢ = 0, 1, 2.

In Beispiel 2.1 haben wir gesehen, dafl das dort betrachtete Anfangswertproblem unendlich
viele Losungen hat. Bei einer anderen Wahl der Anfangsbedingung kann man aber eine
eindeutig bestimmte Losung erhalten.

Beispiel 2.2. Fiir die Losung des Anfangswertproblems

Y (r) = Vylz) firzeR, y(0)=1

erhdlt man wie in Beispiel 2.1 die eindeutig bestimmte Lésung

2\ 2
(x+ ) firxz > =2,

2
0 fiir x < —2.

y(x) =

Wir werden spéter sehen, welche Voraussetzungen hinreichend fiir die eindeutige Losbarkeit
eines Anfangswertproblems sind.

Die beiden bisher behandelten Differentialgleichungen (2.4) und (2.5) sind Spezialfille
des Anfangswertproblems

y'(z) = g(x)h(y(z)) firzeR, y(xg)=yo (2.7)
mit

f(x,y) = g(x)h(y).
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Die Trennung der Verdnderlichen fiihrt, unter der Voraussetzung h(y) # 0, auf

und anschliessende Integration ergibt

[ sty o= [ o

Mit der Substitution z = y(s), dz = y/(s)ds, folgt

Damit ergibt sich y(x) implizit als Losung der Gleichung

H) - How) - [ alds=0. He) = [ (2.5)

o
Fiir die Untersuchung der Losbarkeit dieser Gleichung betrachten wir

() = H(y) — H(yo) = / ’ %

Yo

Sei h(y) in einer Umgebung von gy von Null verschieden, d.h. entweder positiv oder negativ.

Dann ist
x(y) = / g
Y0 h(z)

in dieser Umgebung entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend. In
beiden Fillen existiert die zu y inverse Funktion y !, und somit folgt

v = ([ ol is)

in einer geeignet gewdhlten Umgebung von xy. Die Voraussetzung h(yg) # 0 ist dabei
wesentlich fiir die Eindeutigkeit der Losung y(z). Fiir h(yp) = 0 ist ndmlich y(z) = yo eine
Losung des Anfangswertproblems

() =g(x)h(y) =0 firzeR, y(zg) = yo.

Neben der Eindeutigkeit einer Losung ist auch nach dem Definitionsbereich dieser Losung
zu fragen, wie das folgende Beispiel zeigt.
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Beispiel 2.3. Gesucht ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y'(x) =zy(x)(y(x) —2) firzeR.

Offensichtlich sind y(x) = 0 und y(x) = 2 Losungen der Differentialgleichung. Fiiry(zx) # 0
und y(x) # 2 folgt durch Trennung der Verdnderlichen

y'(v)
y(z)(y(z) — 2)

Die Substitution x = s und anschliessende Integration ergibt, mit der Substitution z = y(s),

/ m y(s)(l.i/((f)) SET / h z(zdi 2) / B Pzi " ; - 2] = %1“

bzw.

=Xx.

M’
y(z)

y(z) 1
/ sds:é(:cQ—i—c), ceR.
Damit folgt
y(z) =2
y(x)
und es sind die folgenden Fille zu unterscheiden:

In

'::p2+c,

1. Fir y(z) > 2 ist

und somit folgt
B 2
y(x) - 1 _ ex2+c N

Wegen y(z) > 2 muf e +¢ < 1 gelten, d.h. x> + ¢ < 0. Damit ergibt sich fiir ¢ < 0

die Losung
2

y(x) = T ore fiir 2* < —c, ¢ < 0.
2. Firy(x) € (0,2) ist
2 —y(z) =y(z)e"

und somit folgt
2

= 1_i_72+ fUT alle cec R.
eritc

y(x)

3. Firy(x) <0 ist

und somit
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Abbildung 2.3: Allgemeine Losung der Differentialgleichung.

Wegen y(x) < 0 muf 22 + ¢ > 0 gelten, d.h. es ist
2 .
y(x) = T e firx® > —c, c e R.

Beispiel 2.3 zeigt, daf, je nach Anfangsbedingung, neben unendlich oft stetig differenzier-
baren Losungen, auch Losungen mit Singularitdten auftreten konnen. Wie das folgende
Beispiel zeigt, kann man im allgemeinen nicht von der Gestalt der Differentialgleichung auf
das Verhalten der Losung schliessen.

Beispiel 2.4. Fir die Differentialgleichung
y(x) = e sinz
mit einer beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion
f(z,y) =e’sinz
ergibt sich die allgemeine Ldsung
y(x) = —In(cosz + ¢) .

Fiir ¢ > 1 folgt die Existenz und Beschranktheit einer Losung fir alle x € R, wdahrend die
Lésung fiir ¢ € (—1,1] ein singuldres Verhalten zeigt, d.h. das Anfangswertproblem ist nur
lokal losbar. Als Beispiel betrachten wir die Anfangsbedingung y(0) = —In2 mit ¢ = 1, und
somit

y(x) = —In(cosz+ 1) firz € (—m,x).

Die Losung y(x) weist also fir v = £7 eine Singularitit auf.



12 2. Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Die vorherigen Beispiele zeigen, dafl sowohl die Eindeutigkeit von Losungen als auch deren
Gestalt im allgemeinen nicht von den gegebenen Anfangsbedingungen, und auch nicht
von der rechten Seite der Differentialgleichung abgeleitet werden konnen. Bevor wir die
Losbarkeit expliziter Differentialgleichungen erster Ordnung untersuchen, betrachten wir
im folgenden Differentialgleichungen, welche sich durch einfache Transformationen auf die
bereits behandelten Fille, insbesondere auf das Anfangswertproblem (2.7), zuriickfithren

lassen.
Fiir Differentialgleichungen der Gestalt

y'(z) = flax +by(z) +¢) mitb#0

fiihrt die Transformation
u(z) == ar +by(x) +c

auf die Differentialgleichung

u'(z) = a+by'(z) = a+bf(u(z)) = h(u(z)),

welche mittels Trennung der Verédnderlichen, vergleiche (2.5), gelost werden kann.

Beispiel 2.5. Fir die Differentialgleichung
y'(z) = (z +y(r))?

fiihrt die Transformation
u(z) ==z + y(x)

auf die Differentialgleichung
u'(@) =14y (2) = 1+ (u(2))*
Die Trennung der Verdnderlichen ergibt

i)
T (@@ >

und unbestimmte Integration, mit der Substitution z := u(x), ergibt

dz
=x+c¢ d.h arctanz=2x+c.
1+ 22

Damit folgt
u(z) = tan(z +¢), y(x)=tan(z +c) — .

Homogene Differentialgleichungen der Form

y'(x) = f(@) fir x #0

(2.9)

(2.10)
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konnen mit der Transformation

und

mit
g(z) = %, h(u) :== f(u) —u

tiberfiithrt werden, welche durch Trennung der Verdnderlichen wie fiir (2.7) gelost werden
kann.

Beispiel 2.6. Fir die Losung des Anfangswertproblems

(x)
o (y(x)*

fihrt die Transformation y(x) := xu(x) auf die Differentialgleichung

y(l)=1, x>0,

1 1 1 1
=2~ e ) =

mit der Anfangsbedingung u(1) = y(1) = 1. Die Trennung der Verdnderlichen ergibt

und Integration liefert

Mit der Substitution z = u(s) folgt

—lnx:/1 2dz = %[(u(:p))g—l]

Daraus ergibt sich
y(z) =2 V1-3nz,

wobes
1—3lnz >0

vorauszusetzen ist. In den beiden Grenzfillen x = 0, x = e'/3 ist die Differentialgleichung
nicht mehr erkldrt, siehe auch Abbildung 2.4.
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Abbildung 2.4: Losung y(z) = zv/1 — 3Inz.

Fiir die Losung der Differentialgleichung

y'(z) =f ( az + bylw) + ¢ ) (2.11)

ax + By(z) +v

betrachten wir zunéchst den Spezialfall c =+ = 0 und = # 0. Dann erhalten wir mit

ax + by(x a+ b@
y'(z) = f <7( ) ) =/ (z)
eine homogene Differentialgleichung der Gestalt (2.10). Fiir ¢ # 0 oder 7 # 0 motivieren
die obigen Betrachtungen eine Koordinatentransformation

@:?/—yoa f:$—$0
mit
ar +by+c  alr—x0) +b(y —yo) +axo+byo+c  ar+by
ar+Py+v  alw—z)+ By —y)tavo+ Py +y  aT+ Y

falls (xo, yo) eine Losung des linearen Gleichungssystems

axog+byo+c=0, arg+Pyo+v=0

ist. Fiir die eindeutige Losbarkeit dieses Systems ist die Bedingung
gt ¢ %) 2o
et 3

T=vy—yo=y)—yo=yT+ z0) — yo = Y(T)

vorauszusetzen. Wegen

und
d_ d d d d

T(@) = = [y@+ 20) = o] = Y@ oziey 1 [T+ 20| = T(@)



2.1. Elementar integrierbare Differentialgleichungen

ist schliellich die homogene Differentialgleichung
aT + by
— T) =
o=t (o@ + B?)

zu l6sen, siehe wieder (2.10). Zu untersuchen bleibt der Fall

et ¢ )20
e(@ﬁ)_’

a=Aa, (=M
Dann lautet die Differentialgleichung (2.11)

ar +by(y) + ¢ ):f( u(:c)—l—c)

(az + by(z)) +~ Au(z) +

d.h. fiir ein A € R gilt

Vo =15

mit
u(zx) := azx + by(zx),

so dafl wieder eine Trennung der Verédnderlichen angewendet werden kann.

Beispiel 2.7. Fir die Differentialgleichung

Vo) =1 e (U020

T+ 2 T+ 2
18t
. ar +by+c y+1
f(Z):Z—€7 = = )
ar+By+v x+2
und somit

a=0, b=1, c¢c=1, a=1, p=0 ~y=2.

Fiir die Losung des linearen Gleichungsystems
arg+byo+c=y+1=0, arg+fy+r=20+2=0

folgt

Damit ist

15
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Mit den Transformationen
@) = 77), T = @) +T@) = 2(F) — exp ()
ergibt sich die Differentialgleichung

() = —% exp z(T).

Die Trennung der Verdnderlichen fiihrt auf

_ / (@) exp|—2(F)] T = / L iz = (efz)).

T

- [ 2@ expl-2(@)) di = expl-2()
folgt schliefSlich
2T =—In (ln(c |E|)>,
wobei ¢|T| > 1 vorauszusetzen ist. Finsetzen der Transformationen ergibt dann
y(z) = —1— (z+2)n (ln(c|x+ 2\)) firclz +2 > 1.

Insbesondere fiir die Losung durch den Ursprung, d.h. y(0) = 0, folgt

1
c= 3 exp [671/2] .

2.2 Lineare Differentialgleichungen

Als Spezialfall von (2.7) betrachten wir fiir h(y) = —y das Anfangswertproblem der homo-
genen linearen Differentialgleichung

Y(z)+g(@)y(r) =0 firzeR, y(zo) = yo- (2.12)

Durch Trennung der Verédnderlichen, unter der Voraussetzung y(x) # 0, ergibt sich die
Losung

y() = yo €56 _ ey (— / g(s)ds) . (2.13)
zo

Dabei ist

Der in der Differentialgleichung (2.12) auftretende Differentialoperator

Llyl(x) := y'(z) + g(z)y(x) (2.14)
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ordnet jeder differenzierbaren Funktion y(x) eine Funktion

Y(x) == Llyl(z) = y'(x) + g(x)y(x)

zu. Der in (2.14) gegebene Differentialoperator L ist linear, d.h. fiir alle stetig differenzier-
baren Funktionen y;(x) und ys(x) und fiir alle «, 5 € R gilt

Ll + Byal(x) = [ayi(x) + Byz()] + g(z)[ayi(x) + Bya(z)]
= afy(z) + g(@)yi(z)] + Blya(w) + g(x)ya(2)]
= aLfyp](z) + BL[y) ().

Im folgenden betrachten wir die inhomogene Differentialgleichung

y'(z) + g(z)y(x) = f(x), (2.15)

deren Losungen nach einem Ansatz von Lagrange durch Variation der Konstanten bestimmt
werden konnen. Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung

y'(x) +g(x)y(z) =0
lautet

y(z) = cyn(z), yalz) = 9@ =exp (— /g(x) d:p) :

Aufgrund der Linearitét des Differentialoperators L kann die allgemeine Losung der inho-
mogenen Gleichung (2.15) geschrieben werden als

y(z) = cyn(@) + yp(2).

Dabei ist y, eine noch zu bestimmende partikuldre Losung der inhomogenen Differential-
gleichung (2.15), d.h.

V(@) + g(x)yp(x) = f(2).
Bei der Variation der Konstanten zur Bestimmung einer partikuldren Losung fithrt der
Ansatz

Yp(2) = c(@)yn(z) (2.16)
auf die Differentialgleichung

f@) = (@) + g(z)yp()

~

und somit auf
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Integration fithrt schliefllich zur Bestimmung von

(o) = [ 1) o,

und in der Folge auf

yp(z) = c(z)yn(z) = / f(s) ef®9=C@ gg (2.17)
Beispiel 2.8. Fiir die inhomogene Differentialgleichung
Y (z) + y(z) sinz = sin® z
lautet die zugehdrige homogene Differentialgleichung
y'(z) +y(z)sinx =0

mit der allgemeinen Lésung

y(@) = cyn(z), yalz) = exp (— / sinxd:c) = eoose,

Damit lautet der Ansatz fir eine partikuldre Losung

COs T

yp(x) = c(@)yn(z) = c(x) €77,

und zu losen bleibt

Durch partielle Integration folgt

clx) = /ecosxsin?’xd:c
= e “%gin?y — 2/6_“)” sinx cosx dx

= e_c"”sinzx—Qe_comcosx—Q/e_w”sinxdaz

— COsS T

= e sin?z — 2¢e”

Cos T Ccos T

cosT — 2e” )
und eine partikuldre Léosung lautet
yp(z) = sin®z — 2cosx — 2.
Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung ergibt sich also

CoOs T

y(z) =sin®z — 2cosz — 2+ ce*, c€R.
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Im folgenden betrachten wir wieder nichtlineare Differentialgleichungen, welche sich durch
geeignete Transformationen auf bereits behandelte Fille zuriickfiithren lassen.
Die Bernoullische Differentialgleichung

Y (@) + g(@)y(z) + h(x)y(@)]* =0, a1, (2.18)

kann durch die Transformation

und
Y (@)[y (@)™ + g(2)[y(x)] ™ + h(z) = 0
auf die lineare Differentialgleichung

W/ (2) + (1 — a)g(@)u(e) + (1 — a)h(x) = 0

zuriickgefiihrt werden.
Fiir ein allgemeines a € R, a # 1, ist y(x) > 0 vorauszusetzen. Fiir ganzzahlige o
ergeben sich auch negative Losungen. Sei y(z) eine Losung der Bernoulli-Gleichung,

y'(x) + g(@)y(x) + h(z)[y(z)]* =0,
dann ist
y(x) == —y(x)
fiir ein ungerades «a ebenfalls Losung der Bernoulli-Gleichung

7'(x) + g(@)y(z) + h(z)[y(x)]* =0,

wihrend fiir gerades «
Y (x) + g(2)y(x) — h(z)[F(x)]* =0
folgt.

Beispiel 2.9. Fir das Anfangswertproblem der Bernoullischen Differentialgleichung

y(z)
1+=x

y'(x) + +(1+2)y@)]* =0 firz>-1, y(0)=—1,

fiihrt die Transformation

auf das Anfangswertproblem

3
1+

u'(z) — wx) =3(1+2z)=0 firz>-1, wu(0)=-1
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Fiir die homogene Differentialgleichung

ergibt sich die allgemeine Losung
u(z) = cup(x), up(r) = (1+2z)°.
Fiir die Bestimmung einer partikuldren Losung fihrt der Ansatz
uyla) = ofa) (1 + 2)?

auf die Differentialgleichung

3
/ _
C(l‘) - (1+x)27
und somit 3
= = —3(1 2,
ow) =~ @) = —3(1+ 1)

Die allgemeine Losung der transformierten Differentialgleichung lautet also
u(z) =c(l+2) =3(1+2)*=(1+2)lc(l+z) -3
und aus der Anfangsbedingung u(0) = —1 folgt ¢ = 2. Die Lisung
uw(r) = (14 2)*(2r — 1)

ist fir x € (=1, %) negativ, daher folgt fiir die ricktransformierte Losung

y(r) = — !
V(1 +2)2(1 - 22)

Abschliessend betrachten wir eine Riccatische Differentialgleichung der Form

Y () + g(@)y(z) + h(z)[y(@)]* = f(2), (2.19)

wobei wir die Kenntnis einer partikuldren Losung y, voraussetzen wollen, d.h.

vp() + 9(@)yp(x) + h(@)[yp ()] = f(2).

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung fiithrt der Ansatz

y() = yp(x) + 2(x)

1
fijr—1<:p<§.

wegen
fl@) = [yp(a) +2(2)] + g(2)[yp(x) + 2(2)] + h(@)[y, () + 2(2)]?
= 4(@) +9(@)yp(x) + h(@)yp ()] +2'(2) + [9(2) + 2h(2)yp(2)]2(7) + h(w)[2(2)]
—f()

auf eine Bernoullische Differentialgleichung der Form

() + [g(x) + 2h()yy(2)]2() + h(@)[z(2)]* = 0.
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2.3 Exakte Differentialgleichungen

Durch die explizit gegebene Differentialgleichung erster Ordnung

y'(z) = flz,y(x))

wird fiir (z,y) € D C R? ein Richtungsfeld induziert, vergleiche Abbildung 2.1. Umgekehrt
kann man zu jeder Kurvenschar eine Differentialgleichung erster Ordnung finden, so dafl
die Kurven Losungen der Differentialgleichung beschreiben.

Beispiel 2.10. Als einfiihrendes Beispiel betrachten wir die durch

2

(z,y) €R?: 2> +y*=7r> firr >0

gegebene Schar von Kreiskurven. Diese Gleichung beschreibt implizit eine Funktion y(z)
als Losung der Gleichung

F(z,y(z)) = [y(@)]* +2* —r* =0.

Daraus folgt

%F(az, y(z)) = 2y(x)y'(x) + 22 = 0,

und somit die Differentialgleichung
Y (x)y(r) + 2 =0.
Fiir die in Beispiel 2.10 betrachteten Kurven ergibt sich die explizite Darstellung
y(z) = +Vr2 — 22 fir —r <z <

Insbesondere fiir x = +r ist y(£r) = 0, und die Ableitung y'(+£r) ist singuldr. Offensichtlich
liegt dieses Verhalten in der unterschiedlichen Betrachtung von x und y, bzw. in der Wahl
des Koordinatensystems. Daher betrachtet man x und y in einer symmetrischen Form, zum
Beispiel durch die implizite Darstellung

F(z,y) =2 +y* —r* =0,
oder in einer Parameterdarstellung
x=X(s)=rcoss, y=Y(s)=rsins fiirse[0,2n).
Allgemein lautet die Darstellung einer in der Ebene implizit gegebenen Kurve
F(z,y) =0, (2.20)
bzw. ist in Parameterdarstellung

F(X(s),Y(s)) =0.
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Differentiation nach dem Kurvenparameter s und Anwendung der Kettenregel liefert

0 = LPX(s).¥()
0 0
= a—:CF(x, y)l(x,y)=(x(s)7Y(s))d%X(S) + 8_yF($a y)(m,y)=(x(s),Y(s)>%Y(5)
= GX(5), Y () X (5) + hX(5). Y () £ (5) (2.21)

wobel wir 9 9
g('ray) = %F(l’,y), h(.’lﬂ',y) = a_yF('rvy)

gesetzt haben. Dabei ist es sinnvoll,

lg(z,9))* + [h(z,9)]? > 0

vorauszusetzen, andernfalls wéren alle Kurven (z,y) = (X(s),Y(s)) Losungen der Diffe-
rentialgleichung (2.21). Weiters seien X (s) und Y'(s) stetig differenzierbar mit

{%X@)] L {%Y(s)} S0

Diese Bedingung schlieit einerseits konstante Losungen der Form X (s) = ¢; und Y (s) = ¢
aus, andererseits gewéhrleistet diese Bedingung die lokale Losbarkeit der Differentialglei-
chung (2.21): Sei (X(s),Y(s)) eine Losung der Differentialgleichung (2.21), d.h.

9(X (), ¥ () - X (5) + (X (s), ¥ (5))

Ohne Einschrédnkung der Allgemeinheit sei 29 = X(so) und X'(s¢) # 0. Aufgrund der
Stetigkeit von X (s) bleibt dies auch in einer Umgebung von sq richtig. Fiir

Y(s) =0.

d
aé(x, s) = %X(s)
ist 5
@(.ﬁlfo, SO) = 07 %q)<x7 S)(x,s):(a:o,so) = X/(SO) # 07

daher existiert nach dem Satz iiber implizite Funktionen in einer Umgebung von x, die
Umkehrfunktion s = S(x) mit

O(z, S(x)) =0,
bzw.
X(S(x)) —x=0.
Daraus folgt
d 0 0 d d d
0=——®(,5()) = 5 @, 8)s=s(2) T 5 P, 8)js=s(2) - 5(2) = —1 + X (s)——-5(2),
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und somit

Mit s = S(z) ist weiterhin

und mit (2.21) folgt

d
L d Cdy, do 3w g(X(9),Y(s) | gl y(a)
Y (r) = %Y(S(ﬂf)) = EY(S)%S@) = m = —W = —m,
ds
d.h.
g(@, y(@) + hiz, y(z)y' (z) = 0. (2.22)

Ist umgekehrt y(x) Losung der Differentialgleichung (2.22), dann folgt mit der Parametri-
sierung

und
d d

d
—X(s)=1, —Y(s)=—y(X = — xa—X(8) =1
CX(s) =1, V() = y(X(s) = ()i X (5) = o (0)
die Beziehung

d d
X(s),Y(s)—X X(s),Y(s))—
90X (), ¥ () X(5) + (X (). Y ()
d.h. (2.21). Dies zeigt die Aquivalenz der Differentialgleichungen (2.21) und (2.22). Im Fall
X'(sg) = 0 ist Y'(sg) # 0, und die Differentialgleichung kann nach =z = z(y) aufgelost
werden.
Unter Verwendung des Differentials

Y(s) =0,

dy = y'(z)dx
kann die Differentialgleichung (2.22) auch geschrieben werden als
g(x,y)dx + h(z,y)dy = 0. (2.23)
Definition 2.1. Fine Differentialgleichung der Form
g(x,y)dx + h(z,y)dy =0 in D C R?

heifit exakt, wenn (g, h) ein Gradientenfeld ist, d.h. wenn eine in D stetig differenzierbare
Funktion F(x,y) existiert mit

o) = g Flay). hoy) = 5 Fay)
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Fiir eine exakte Differentialgleichung folgt
dF (z,y) =0, (2.24)

d.h. fir = X(s) und y = Y(s) mit de = X'(s)ds und dy = Y'(s)ds ist

) )
%FQ((S)’Y(S)) = %F(ﬂf,y)(m,y>=<X(s>,Y<s>>%X(8)+a—yF(ﬂf,y)(m,y>=<X<s>,Y<s>>%Y(S)
= G(X(), V()X (5) + B(X(5), V()£ (5)

= g(x,y)dr + h(z,y)dy = 0.

Fiir die Charakterisierung der Losungen exakter Differentialgleichungen erhélt man das
folgende Resultat:

Satz 2.1. Die Funktionen g und h seien in D C R? stetig. Ist die Differentialgleichung
9(@,y)dx + h(z,y)dy =0

exakt, und ist F' eine in D stetig differenzierbare Stammfunktion mit

0 0
%F(il,”y) - g(.ﬁl],y), 8_yF<x’y) - h’('rvy)u

so ist das stetig differenzierbare Funktionenpaar X (s) und Y (s) genau dann eine Liosung
der Differentialgleichung, wenn F(X(s),Y (s)) konstant ist. Durch Auflosen von

F(z,y)=a, a€R,

erhdlt man samtliche Losungskurven, und durch jeden Punkt (xq,yo) € D geht genau eine
Lésungskuruve.

Beweis: Die exakte Differentialgleichung
9(@,y)dz + h(z,y)dy =0

ist dquivalent zu
dF(x,y) =0,

d.h.
F(x,y)=a, a€elR

Die Behauptung folgt dann aus der Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen. m
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Beispiel 2.11. Fiir das Anfangswertproblem

y'(x)y(z) +2 =0, y(0)=1
15t
g(zr,y) =z, h(z,y) =y,

und eine Stammfunktion ist durch

Fla,y) = 5 +7)

gegeben. Die Losung der Differentialgleichung ergibt sich aus
1

5@2 +v°) =a,

wobei av > 0 zu fordern ist. Daraus folgt zundchst
y(z) = £V2a — 22 fiir 1* < 2

und aus der Anfangsbedingung

y(0) = £v2a =1

folgt o = % und somit

y(z)=V1—22 firze (-1,1).
Beispiel 2.12. Die Differentialgleichung
(ye™ + 32%y) dx + (2° + (1 + 2y)e™) dy = 0
mat
g(z,y) = y’e™ + 327y, h(z,y) =2’ + (1 + zy)e™
st exakt, eine Stammfunktion ist gegeben durch

F(z,y) =y (" +2%).

Es stellt sich natiirlich die Frage, wann eine gegebene Differentialgleichung der Form (2.22)
exakt ist, und wie eine Stammfunktion berechnet werden kann. Aus

o) = e Fley). hy) = 5 Fa)

folgt bei Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen

0? 0 0

als notwendige Bedingung fiir eine exakte Differentialgleichung. Zusammenfassend gilt:
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Satz 2.2. Sind die Funktionen g(x,y) und h(z,y) in dem einfach zusammenhingenden
Gebiet D stetig differenzierbar, so existiert eine Stammfunktion genau dann, falls

0 0 .
8—y9(9€,y) = %h(x,y) in D.

Die Stammfunktion ergibt sich als Kurvenintegral

(z,y)
Pl = [ [otuv)du+ hu vydo].
(

0,0)

und die Bedingung g¢,(z,y) = hy(z,y) ist dquivalent zur Wegunabhéngigkeit dieses Kur-
venintegrals.
Betrachten wir aber beispielsweise die Differentialgleichung

ydzx + 2zdy = 0,

so ist diese offensichtlich nicht exakt. Eine Multiplikation mit y fithrt jedoch auf die Diffe-
rentialgleichung
yide + 2zydy = 0,

welche wegen

g(z,y) =y hlz,y) = 2zy
und

gy(@,y) =2y, ha(z,y) =2y

exakt ist. Eine zugehorige Stammfunktion lautet
F(z,y) = zy”.

Auch die Multiplikation der urspriinglichen Differentialgleichung mit 1/y/2z (z > 0) fiihrt
auf eine exakte Differentialgleichung.

Definition 2.2. Sind die Funktionen g(x,y) und h(x,y) in D stetig, so heifit jede in D
stetige Funktion M (x,vy) integrierender Faktor oder Eulerscher Multiplikator, wenn die
Differentialgleichung

M(z,y)g(z,y)dx + M(x,y)h(z,y)dy =0 (2.25)
exakt 1st.

Damit die Differentialgleichung (2.25) exakt ist, mufl nach Satz 2.2 fiir stetig differenzier-
bare Funktionen

0 0

B9 [M(:c, y)g(z, y)} =5 [M(“fa y)h(z,y)
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gelten, d.h.

5o M )ge) + M) gl ) = Mo y)he,) + M) b, y).

Fiir die Bestimmung von M (x,y) mufl im allgemeinen eine partielle Differentialgleichung

gelost werden. Es zeigt sich jedoch, dal unter bestimmten Voraussetzungen eine Funktion
M (z,y) explizit bestimmt werden kann. Der Ansatz M (z,y) = M (x) fithrt auf

0 0

M(z, y)a—yg(x, y) = %M(% y)h(x,y) + M(z, y)%h(x, Y),

bzw.
M’(:L’) gy<x7y> _hx<x7y>

M(z) h(z,y) ’
falls die rechte Seite nicht von y abhéngt.

Beispiel 2.13. Fiir die Differentialgleichung
(2:52 + 2wy® + 1>yd:c + (33/2 + :1:) dy =0
15t
g(w,y) = (2562 +2zy” + 1>y, h(z,y) =3y* + .

Wegen
gy(z,y) = 20> + 62y + 1, hy(z,y) =1

ist die Differentialgleichung nicht exakt, aber wegen

gy(@,y) — ha(z,y) _ 22° + 6wy’ +1-1 _

2
h(z,y) 3y? +x v

folgt

2.4 Verfahren von Picard—Lindel6f

Fiir das Anfangswertproblem einer explizit gegebenen Differentialgleichung erster Ordnung,

y'(x) = flz,y(x)) firxe >z, y(xo) = Yo, (2.26)

erhalten wir fiir eine Losung y(x) durch Integration die Darstellung

y() = yo + / " f(s.(s)) ds, (2.27)

Zo
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d.h. eine Losung y(x) der Differentialgleichung (2.26) geniigt der Integralgleichung (2.27).
Da in (2.27) die Verdnderliche z in den Integrationsgrenzen auftritt, bezeichnet man diese
als Volterrasche Integralgleichung. Zur Losung von (2.27) betrachten wir eine Methode der
sukzessiven Approximation, ndmlich das Verfahren von Picard-Lindelof: Ausgehend von
einer Startniiherung y°(z) := yo bestimmen wir rekursiv Niherungslésungen

Yy () =y + / f(s,9"(s))ds firk=0,1,2,.... (2.28)
zo

Zur Berechnung einer Losung des Anfangswertproblems (2.26) ist die Iterationsvorschrift
(2.28) nicht unbedingt geeignet, aber sie stellt ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung
der Existenz und Eindeutigkeit von Losungen von (2.26) dar.

Beispiel 2.14. Fiir das Anfangswertproblem
y'(x)=y(z)+z firz>0, y(0)=0
ergibt sich fir die Rekursionsvorschrift (2.28)

(z) =0, oy (z) = /x [y*(s) +s] ds  firk=0,1,2,...
0

und somit
1 /$ L,
y(x) = sds = —x°,
0 2
11 1 1
11 1 1 1 1
y(r) = /0 [683+§S2+S] ds = ﬁx + 6:c + 21:

Durch vollstindige Induktion folgt

Fiir den Grenziibergang n — oo ergibt sich

1 1 .
y(x) = nh_)rgoy Zk:_ Zk_ —rz—1l=e"—-z-1
k=2 k=0
Zur Probe rechnen wir

y'(x) =€ —1=y(x)+2z, y(0)=0.
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Allgemein stellt sich die Frage nach der Konvergenz der durch die Iterationsvorschrift (2.28)
definierten Folge von Niherungslosungen y*(z). Die Iterationsvorschrift (2.28) geniigt der
allgemeinen Darstellung

y" T (x) = d[yF)(x) fiirk=0,1,2,... (2.29)
zur Losung der Fixpunktgleichung

y(z) = ely](2). (2.30)
Dabei ist i
Ply](z) :== o +/ f(s,y(s))ds.

Ein Hilfsmittel zur Untersuchung der eindeutigen Losbarkeit der Fixpunktgleichung (2.30)
bzw. der Konvergenz der Methode der sukzessiven Approximation (2.29) ist der Banachsche
Fixpunktsatz.

Satz 2.3. [7, Satz 5.22] Gegeben seien der Banach-Raum (X, | - ), eine abgeschlossene
Teilmenge D = D von X und eine Kontraktion ® : D — D C X, d.h. es gilt

|9[y1] — @lwelll < qllyr — w2l fiir alley,,y, € D, ¢ <1.

Dann hat die Fizpunktgleichung y = ®[y| genau eine Lisung y € D, d.h. ® besitzt genau
einen Fizpunkt in D. Bildet man fiir ein belicbiges Anfangselement y° € D die Folge
der sukzessiven Approzimationen y**t! = ®[y¥] fir k = 0,1,2,..., so gilt die a priori
Fehlerabschdtzung

k
q
ly — "] < T4 ly* — "Il

Bevor wir Satz 2.3 zur Untersuchung der Volterraschen Integralgleichung (2.27) anwenden,

wollen wir die hierfiir benotigten Hilfsmittel kurz zusammenfassen.

Definition 2.3. X heifst linearer Raum oder Vektorraum iber R genau dann, wenn in X
eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Skalaren erkldart sind, d.h. fir x,y € X
und o € R folgt x +y € X und o - x € X. Dabei gelten die Axiome der Addition,

r+y=y+z, (x4+y +z=z+Wy+z2), Y(ir,yeXIzeX: x+z=uy.

Damit ergibt sich die Ezistenz eines Nullelements 0 € X mit v + 0 = z, und des inversen
Elements —x € X mit x + (—x) = 0. Die Multiplikation mit Skalaren genigt fir x,y € X
und o, f € R

a-(z+y)=a-z+a-y, (a+8)-z=a-z+p -z, a-(8-2)=(af) x, 1 -z =1

Eine nichtleere Teilmenge D von X, welche wieder einen linearen Raum bildet, wird Un-
terraum D C X von X genannt.
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Beispiel 2.15.
1. Der n—dimensionale Euklidische Raum R™ ist die Menge aller n—Tupel reeller Zahlen
z=(21,29,...,2,) , xR €R firk=1,....n,

wobei die Addition und die Multiplikation mit einem Skalar komponentenweise erkldrt
sind,

z4y= @1ty T2+ Tt yn) . a-z=(az,02, ... a1,)" .

2. Der Raum F([a,b]) ist die Menge der auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] be-
schrinkten Funktionen,

F([a,b])::{f:[a,b]—>R:|f(x)|<oo fdrallexe[a,b]},
mat
f+g:xzw— f(z)+g9(x), a-f:x—af(x).

3. Der Raum C([a,b]) ist die Menge der auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] be-
schrdankten und stetigen Funktionen,

Clla, b)) := {f € F(la,]) : g stetig in [a, ] } < F([a, b)),
d.h. C(la, b)) ist ein Unterraum von F(|a,b]).

Definition 2.4. Sei X ein linearer Vektorraum. Eine Funktion ||-|| — R heiffit Norm, falls
fir alle x,y € X und o € R gilt

i. ||zl >0 fir allex € X, ||z =0 < x=0;
i o x| = [l fl;
it @+ yll < flef +llyll -

(X, ||-|]) heifst normierter Raum. Zwei Normen ||-||1 und ||-||2 heiffen zueinander dquivalent,

falls
cflzll < flzflz < eollz|ly fiir allex € X

mit Konstanten ¢, und co unabhdngig von x gilt. Die Ungleichungen heiffen scharf, falls
Gleichheit fiir wenigstens ein x € X gilt.
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Beispiel 2.16.

1. Beispiele fiir Normen in R™ sind die Euklidische Norm

" 1/2
el = (z) |
k=1

die Maximumnorm

.....

n
lzlh = lzl-
k=1

Fiir beliebiges x € R" gelten die Aquivalenzungleichungen

und die Summennorm

1z]lee <zl < 7|z,
|2l (E4]P

<
|z ||2 lzlli <

<
<

Alle Abschitzungen sind scharf.

2. Im Raum F([a,b]) der auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] beschrinkten Funk-
tionen definiert

1y = s @)

die Mazimumnorm. Aquivalente Normen kinnen zum Beispiel durch gewichtete Nor-
men

| fll (e b)) = max |f(7)w(z)]

erklart werden. Dabei ist
O0<a<w(x)<p firalex e [a,b
mit Konstanten o, 8 € R vorauszusetzen.

Wir nennen eine Elementfolge {2*}rey mit 2 € X konvergent in X, falls diese Folge ein
Grenzelement x € X besitzt und es gilt

lim ||z — 2% =0,
k—o0

d.h.
Ve >0 3IN(e)eN: |z —2"| <e firallek > N(e).

Entsprechend heiBt eine Folge {2*},cy in X Cauchy-Folge, wenn gilt:

Ve >0 3IN(e)eN: |z" -2 <e fiiralle k, £ > N(e).
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Definition 2.5. Ein normierter Vektorraum X heifit vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge
in X einen Grenzwert in X besitzt. Man nennt einen vollstindigen normierten Vektorraum
auch einen Banach-Raum. Eine Teilmenge D C X heifst abgeschlossen, falls sie mit D,
der Menge aller ihrer Haufungspunkte in X beziglich || - || dbereinstimmit.

Als Beispiel fiir einen Banach—Raum betrachten wir den Raum C/([a, b]) der im abgeschlos-
senen Intervall [a, b] stetigen Funktionen, versehen mit der Maximumnorm

I hetosy = mass [ £(2)].
Nun sind wir in der Lage, die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 2.3) zur
Losung der Volterraschen Integralgleichung (2.27) zu formulieren.

Satz 2.4. Fir (z,y) € B := [a,b] X [a, f] sei f(x,y) stetig und erfiille eine Lipschitz—
Bedingung beziiglich y, d.h. es gilt

|f(:c,y1) - f<x7y2)‘ <L |y1 - y2| f'il:T’ alle (x7y1>7 <x7y2> € B.

Dann konvergiert die durch (2.28) definierte Funktionenfolge {y*}ren gleichmdfig gegen
die stetig differenzierbare Lisung y des Anfangswertproblems (2.26). In [x_, x| mit

x_ := min {:c : (s,y(s)) € B fir alle s € [:U,:UO]},
Ty = max {az : (s,y(s)) € B fir alle s € [a:o,:c]}

ist y die einzige stetig differenzierbare Lisung des Anfangswertproblems (2.26). Dabei ist
(zo,Y0) € B vorauszusetzen.

Beweis: Zunichst definieren wir fiir x € [a, b] die Fortsetzung

N flz,a)  firy < a,
fleyy) =4 flzy) firy € o, B,
f(z,p) firy > p,

so daf} die Lipschitz—Bedingung

|f(:c,y1) - f<x7y2)‘ < L ‘yl - y2| fiir alle <x7y1)7 (l’,yg) € [a’7 b] xR

erfiillt ist. Nun versehen wir den Raum C/([a, b]) der im Intervall [a, b] stetigen Funktionen
mit der gewichteten Bielecki-Norm

lgleqas.y = max g(z)errl),

Dabei ist v € R beliebig, aber geeignet zu wahlen. Wegen

e Mlglleqon < Iglleqama < lglloga i alle g € C(la, )
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folgt die Aquivalenz beider Normen.
Wir zeigen nun, dass in D = C([a, b]) mit der Norm || - ||¢(ja,)),y alle Voraussetzungen
des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 2.3) erfiillt sind, wenn v > L gewahlt wird.

Fiir z € C([a,b]) ist f(x,z(x)) stetig, also auch

D2 (x) = yo + /$ F(s, 2(s)) ds.

Sei weiterhin

M := max x, — max x, < oo,
o (@ y)l = max |f(zy)]

Fiir alle z € C([a, b]) ist dann

||EI;[Z] ||C([a,b}),fy = ;2[2;}5} ‘e_7|$—x0‘(§[2] (l‘) ‘

= max
z€[a,b|

< |yl +M m[a% }e”'x_’m”x — :Eo|}
z€la,

e L [ s s(sas)

o

M
< |yo| + M max le—le—xo”x — 0|} < |yo| + —
zeR ye

1

und somit beschriankt; das Maximum wird fiir |z — 29| = 7' angenommen. Damit ist

@ : C([a,b]) — C([a,b]) eine Selbstabbildung. Wegen

I91] = Bleslllequany = max el Bfa(@) ~ D] (a)]
= max |e P70l ' f(s z1(8)) — f(s 25(8 s
~ [ (Fs1(6)) = Fls. (o))

z€[a,b]

zo
x

< L max e'”ml/ |21(s) — z2(8)| ds
zo
x

= L max e_vx_”"/ els=wol |21(s) — 22(9)| el gg
z€[a,b] 0

max |z (s) — z5(s)|e 5%l

X
< L max |e el eMs=ol gg
o s€la,b]

z€[a,b]

1
— L max |e Yr—wol = (e’v\:vfmol _ 1)
x€(a,b]

L
; |21 — ZzHC([a,bDw

|21 — Z2HC([a,bDw

IN

ist ® : C([a,b]) — C([a,b]) eine Kontraktion, wenn v > L gewéhlt wird. Damit liefert der
Banachsche Fixpunktsatz (Satz 2.3) die Existenz einer eindeutigen Losung der Volterra-
schen Integralgleichung

z(z) = [z)(z) fir x € [a,b].
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Fiir (z,y) € Bist f(z,2) = f(z,2), d.h. fir y(z) = z(z), x € (z_,z,), folgt

va) =t [ fou(s)ds frae (o)

Daraus folgt
Y (z) = flzy(x)) firze(z, o), ylzo) = b,
d.h. y(x) ist Losung des Anfangswertproblems (2.26). n

Beispiel 2.17. Fir das Anfangswertproblem
Y (x)=y(x)+z fire>0, y(0)=0
ist f(z,y) =y + x, und somit folgt

|f(z,y1) = flo,y)| = (1 +2) — (v +2)| = |y1 — 12!,

d.h. f(x,y) ist Lipschitz—stetig mit L = 1. Damit folgt die eindeutige Losbarkeit des An-
fangswertproblems sowie die Konvergenz der in Beispiel 2.14 betrachteten Methode der
sukzessiven Approximation.

2.5 Existenzsatz von Peano

In Beispiel 2.1 haben wir bereits gesehen, dass die nichtnegative Losung des Anfangswert-
problems

y'(2) =y(x) firzeR, y0)=0

nicht eindeutig ist. Die Funktion f(x,y) = /y erfiillt in der Umgebung von g, = 0 offenbar
keine Lipschitz—Bedingung (man wihle y» = 0 und y; = ¢ — 0+), und somit ist Satz 2.3
nicht anwendbar. Damit stellt sich die Frage, ob allein die Stetigkeit von f(z,y) fir die
Existenz einer Losung des Anfangswertproblems (2.26) ausreichend ist.

Satz 2.5 (Existenzsatz von Peano). Fir (z,y) € B = [a,b] X [«, 8] sei f(x,y) stetig und
es gelte

M = max |f(z,y)] < .
(x,y)eB

Dann geht durch jeden Punkt (zo,yo) € B wenigstens eine Losung der Differentialgleichung
y'(z) = f(x,y(x)), welche sich bis zum Rand von B fortsetzen ldsst.

Fiir den Beweis von Satz 2.5 betrachten wir mit dem Eulerschen Polygonzugverfahren ein
(numerisches) Verfahren zur ndherungsweisen Losung des Anfangswertproblems

y'(x) = f(z,y(x)) firz >z, ylxe) = yo. (2.31)
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Fir N € N und eine Schrittweite h = 1/N mit h — 0 fiir N — oo definieren wir rekursiv
eine Nédherungslosung

Tpr1 = +h, yry1 =yr +hf(zg,yr) firk=0,1,2,... (2.32)
und .
yn(z) == 5 |:<xk+1 —2)yp + (x — xk)ykﬂ] fir z € [zg, Tgi1], (2.33)

wobei wir wieder die Fortsetzung

N flz,a) fiiry < «,
fly)=q [flz,y) firyelo, g,
fx,B)  firy>p,
mit

|f(z,y)| < M fir alle (x,y) € [a,b] x R.

betrachten. Wir wollen zeigen, daf die Folge der Niherungslosungen (2.33) eine konvergente
Teilfolge enthélt, deren Grenzfunktion Losung des Anfangswertproblems (2.31) ist. Hierfiir
zeigen wir zunéchst, dafl die durch (2.33) erklarte Funktionenfolge gleichgradig gleichméssig
stetig und gleichgradig beschrankt ist.

Definition 2.6. FEine Funktionenfolge {gx }ren heifit in [a, b] gleichgradig gleichmissig ste-
tig, falls fiir alle Funktionen g, gilt:

Ve>0 36=46(e)>0: |gu(x) —gr(y)| <e fir allex,y € [a,b] : |z —y| <.
Dabei ist § unabhdngig von k.
Beispiel 2.18. Die Menge aller Lipschitz—stetigen Funktionen g(x), fiir welche

l9(z) — g(y)| < Llx—y| fir allex,y € [a, ]

mit einer einheitlichen Lipschitz—Konstanten L gilt, ist gleichgradig gleichmdssig stetig.
Man wdhle zum Beispiel 6 == ¢/L.

Definition 2.7. Eine Funktionenfolge {gy}ren heifit in [a,b] gleichgradig beschrinkt, wenn
fiir eine positive Konstante ¢ € R gilt:

lgk(z)| < ¢ fiir alle x € [a,b] fir allek € N.

Fiir die durch das Eulersche Polygonzugverfahren (2.32) definierte Naherungslosung (2.33)
finden wir die Darstellung

yn(T) = yo +/ Fn(s)ds furx € [a,b],

zo

wenn

Fn(s) = f(xg,yp) fiir s € (g, Tryq)
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die stiickweise konstante Steigung der Néherungslosung yy(z) bezeichnet. Dann folgt mit
)| < lool + [ [Fw(o)]ds < 3ol + M b~ a

Zo

die gleichgradige Beschréinktheit der Funktionenfolge {yy(z)}nen. Fiir 2,2z € [a,b] folgt

weiterhin
/ Fn(s)ds

Satz 2.6 (Satz von Arzela—Ascoli). Fine im Intervall [a,b] gleichgradig gleichmissig stetige
und gleichgradig beschrinkte Funktionenfolge {gi}ren enthdlt eine in |a,b] gleichmdssig
konvergente Teilfolge.

lyn(z) — yn(2)| = = < M|z — 2|

yo+/xFN(s) ds — yo — /ZFN(S) ds

zo zo

und somit die gleichgradige gleichmiissige Stetigkeit in [a, b].

Beweis: Sei A = {z;},en eine abzéhlbare und in [a,b] dichte Punktmenge, zum Beispiel
die Menge der rationalen Zahlen in [a, b].

Seien ¢ > 0 und z; € A beliebig gewdhlt. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit von
{9k }ren existiert ein § = d(¢g), so daB fiir alle k € N gilt

1
\9x(z) — gr(x;)] < 3¢ fiir alle z € [a,b], |z — z;| < 0.

Fiir das kompakte Intervall [a, b] ist

la,0] € | Us(xy)

l'jGA

eine offene Uberdeckung, naqh dem Satz von Heine-Borel, siche zum Beispiel [7, Satz 3.50],
existiert dann eine endliche Uberdeckung, d.h.

M(e)
[a.0] € | Us(a)), e A C A dimA = M) < oo (2.34)
j=1

Fiir ) € A’ ist die Zahlenfolge {gx(x])}ren beschrinkt, daher existiert eine konvergente
Teilfolge {gx/(2]) }ren mit dem Grenzwert

g(x}) := lim gp(x)).

k'—o00

Fiir 2, € A’ ist die Zahlenfolge {gi/(x}) }ren ebenfalls beschriankt, und es existiert wieder
eine konvergente Teilfolge {gr»(x}) }xreny mit dem Grenzwert

g(xh) == lim g (zh).

k" —o00
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So fortfahrend erhalten wir fiir jedes z; € A’ eine konvergente Teilfolge {gk(j)(:c;»)} k() ENG)
mit
g(x) = lim g (]).

k) =00

Insbesondere fiir j = M(e), A’ ist endlich, gilt

/ L . /
9($M(a)) = k(Ml(g{LOO 9k<M<6>>($M(a)) :

Nach Konstruktion ist

lim g (2)) = g(2)) fir alle ), € A,
KM () 500

weil {grae)} eine Teilfolge von allen vorherigen Folgen {g } ist. Zu zeigen bleibt die
gleichmiéssige Konvergenz der Funktionenfolge ¢ () = g (), d.h.

Ve >0 3N(e) :  |or(x) —pi(z)| <e firallek, £ > N(e¢), Va € [a,].
Aufgrund der Konvergenz von {p(x}) }ren, i € A’, existiert ein N = N(¢) mit
1
lop(x)) — @o()| < 3¢ fir alle k, ¢ > N(¢), =, € A'.

Sei z € [a,b] beliebig. Wegen der endlichen Uberdeckung (2.34) existiert ein 2 € A mit
x € Us(2}). Fiir k, £ > N(e) folgt dann

or(@) — @l@)] < ule) — or(a)] + [ou(a)) — e + [elah) — gela)] < c.

<%€ (gleichgradige St.) <%€ (Konvergenz) <%€ (gleichgradige St.)

{¢r}ren ist also Cauchy—Folge in C([a,b]) beziiglich der Maximum—Norm, C([a,b]) ist
vollstandig beziiglich der gleichméssigen Konvergenz, und daraus folgt die Stetigkeit von
g(x) fir x € [a, b]. u
Jetzt sind wir in der Lage, den Existenzsatz von Peano (Satz 2.5) zu beweisen:

Beweis von Satz 2.5: Fiir die Losung des Anfangswertproblems

y'(x) = f(z,y(x)) firz >z, y(xe) = Yo

betrachten wir das Eulersche Polygonzugverfahren (2.32) und (2.33),

Th+1 :$k+h, Yr+1 :yk+hf(xk7yk) furk:()?laQa
und 1
yn(r) = 7 (Trgr — 2)yp + (2 — fﬁk)ykﬂ]

fir h = 1/N und N — oo. Die Funktionenfolge {yn}nen C C([a,b]) ist eine Folge gleich-
gradig gleichmiéssig stetiger und gleichgradig beschrénkter Funktionen. Nach dem Satz
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von Arzela—Ascoli (Satz 2.6) enthélt diese Folge eine gleichmissig konvergente Teilfolge
{yn'} nveny mit einer Grenzfunktion y € C([a, b]), d.h.

lim max |yy/(z) — y(x)| = 0.

N'—00 z€]a,b]

Fiir die Folge der Ndherungslosungen yy(z) gilt auch die Darstellung

yn(z) = yo + /ﬂ»‘ Fn(s)ds fir x € [a, b

zo

mit der Treppenfunktion

Fn(s) = f(xg,ye) fir s € (xg, Tpy1)-

Fir s € (zg, Tgy1) ist

[Ene(s) = f(s,y(s))l = [f (@, 46) = f(5,5(5))]

< @, yn) = S (s, )| + 1 (s, 4k) = Fs,yne ()] + 1 (s, yne (s)) = S (s,9(s))]-

Aufgrund der gleichmiéissigen Stetigkeit von f(z,y), und wegen s — xy, yn/(s) — yy fiir
N’ — oo, sowie wegen yxn» — y fiir N' — oo folgt

lim max |fy/(s) — f(s,y(s)| = 0.

N’'—00 s€[a,b]

Die Folge der Treppenfunktionen fx:(s) konvergiert also gleichméssig gegen f(s,y(s)), aus
wole) =wn+ [ (o) ds
0
folgt also durch Grenziibergang N’ — oo
va) =+ [ Sloiuls)) ds,
0

d.h. y(z) ist Losung des Anfangswertproblems

y'(x) = flz,y(x)), yl(wo) = o
| |

Der Satz von Peano liefert die Existenz einer Losung einer explizit gegebenen Differential-
gleichung erster Ordnung im Fall einer stetigen Funktion f(x,y). Es stellt sich die Frage,
unter welchen Voraussetzungen, neben der Lipschitz—Stetigkeit von f(z,y), auf Eindeutig-
keit geschlossen werden kann. Hierzu benétigen wir zunéchst einige Hilfssétze.
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Lemma 2.1. Seien o(x) und ¢ (z) fir x € (a,b] stetig differenzierbar und sei ¢(x) < (x)
fir x € (a,a+¢) mit 0 < e <b—a. Dann gilt entweder

.
o(x) <(z) fir allex € (a, b,
oder
ii. es existiert ein xo € (a,b] mit

p(z) <¢(x) firee(a,xo0), @(ro) =v(x0),  ¢'(w0) = ¢¥'(x0)-

Beweis: Gilt i. nicht, so existiert ein zy € (a,b] mit p(zg) = ¥(xp) und p(z) < P(x) fir
alle z € (a,z0). Da () und 1 (z) stetig differenzierbar sind, folgt mit dem linksseitigen
Differenzenquotienten

(o) — (0 — h)

/ 1 <P(56’0) _ <P(56’0 - h’) . Y
#(20) = hlggljt h = hlg& h = (@)

Fiir eine Differentialgleichung
y'(z) = fz,y(x))
bezeichnet
Ply)(z) =1/ (x) = f(z, ¥ (x))
den Defekt, fiir eine Losung y der Differentialgleichung folgt offenbar P[y](x) = 0.

Satz 2.7. Seien p(z) und () fir x € (a,b] stetig differenzierbar und sei p(zx) < (x)
fir x € (a,a+¢) mit 0 < e < b—a. Aus Ply|(x) < P[)(z) fir x € (a,b] folgt dann
o(x) < Y(z) fir alle v € (a,b].

Beweis: Der Beweis erfolgt durch die Anwendung von Lemma 2.1. Existiert ein xy € (a, b]
mit p(z9) = ¥ (xg), so folgt nach Voraussetzung

¢ (w0) = Plel(xo) + f (0, p(w0)) < P[)(wo) + f(w0,1(20)) = ¢'(0)

im Widerspruch zu ¢'(xg) > 9¢'(x¢), sieche Lemma 2.1, Behauptung . [ |
Fiir eine in B := [a, b] X [«, 5] erkldarte Funktion f(x,y) sei das Anfangswertproblem

y'(x) = f(z,y(x)) fire €la,b], yla) =y, (a,y.) €B

gegeben. Die Funktionen y(z) und 7(x) heissen Unterfunktion bzw. Oberfunktion des An-
fangswertproblems, wenn sie in [a, b] stetig differenzierbar sind und wenn

y(x) < flw,y(r)) fireelab), yla) <y

bzw.
Y(z) > f(z,7(z)) firz € la,b], Y(a) =y,
gilt.



40 2. Gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Lemma 2.2. Seien y(x) und 7(x) Unter— bzw. Oberfunktion zum Anfangswertproblem

y'(x) = f(z,y(z)) firz € [a,b], yla)=ya.
Fiir jede Losung der Differentialgleichung gilt

y(z) <y(x) <y(z) fir allex € (a,b.

Beweis: Zunachst ist

Plyl(z) = y'(x) — f(z,y(x)) <0 =y (z) = f(z,y(z)) = Ply)(z).

Gilt y(a) < y(a) = ya, so gilt y(x) < y(z) fiir alle z € (a,a + ¢) und geeignet gewihltes
e > 0. Gilt y(a) = y(a) = ya, so folgt

y'(a) < fla,y(a)) = f(a,y(a)) =y (a),
)

und somit folgt wiederum y(z) < y(w) fiir alle # € (a, a +¢) und geeignet gewéhltes ¢ > 0.
Die Behauptung y(z) < y() fiir alle z € [a, ] folgt jetzt unmittelbar aus Satz 2.7. Die
obere Abschétzung folgt analog. [ |

Beispiel 2.19. Gegeben sei das Anfangswertproblem

y'(z) = 2° + [y(x))?, y(0) = 1.
Fiirxz >0 st
Flauy) = 2+ 57 > 4 = f(a.y),

eine Unterfunktion ist also bestimmt als Losung des Anfangswertproblems

y'(x) = [y(@)]* firz>0, y(0)=1.

Durch Trennung der Verdnderlichen folgt

v(@) g v 1 1
/ - :/ ds, dh ——+1=2z, vyx) = firx < 1.
1 0 ¥

2
Fiir z € (0,1) ist B
fla,y) =2* +y* <1+y* = f(z,y),
eine Oberfunktion ist also bestimmt als Losung des Anfangswertproblems
y(x) =1+ [g() firz>0, F(0)=L

Durch Trennung der Verdnderlichen folgt

/1 1+Z22 — /0 ds, d.h. arctany(z)— Z =2, 7(z)=tan[z+ Z]

Damit folgt
] y(z an|r + ik
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X

Abbildung 2.5: Ober— und Unterfunktion des Anfangswertproblems.

Satz 2.8. Die Funktion f(x,y) erfille eine lokale Lipschitz—Bedingung

f(x,y) = f(z,y2) < L(yy —y2)  fiirx € [a,b],  y1 > yo.

Dann folgt aus

p(a) < y(a), Plel(x) < PlYl(x) firz € la,]
die Ungleichung

o(x) < (x) fir allex € [a,b].

Beweis: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, d.h. es existiere ein Intervall o, 8] C [a, b
mit p(a) = Y(a) und p(z) > () fir z € (a, f]. Definieren wir w(z) := p(z) — ¥(x), so
gilt w(a) = 0 und w(z) > 0 fiir z € (o, B]. Fur die Ableitung dieser Funktion folgt unter
Verwendung der Voraussetzung Ply|(z) < P[Y](z) fir z € [«, 5] C [a, b]

w'(z) = ¢'(z) = (z)

¢ (x) = [z, 0(x) + fz,0(2) = P'(2) + f(2,9(2) = f(z, 0 (2))
Ple(x)] = P[Y](x) + f(z, o(z)) = f (2, ()
f(@, () = [z, ().

Mit der Annahme p(z) > ¥(z) fir « € (a, ] folgt aus der lokalen Lipschitz—Bedingung
w'(z) = f(z,0(x)) — fz,9(x) < Llp(z) - ¥(2)) = Lw(z),

IA

d.h.
w'(z) — Lw(z) <0 fir z € (a, B].
Damit ergibt sich

d

. [w(:p)e_m} =w'(z)e ™ — Lw(z)e ™ = [w'(z) — Lw(z)]e ™ < 0.
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Die Funktion w(z)e " ist also monoton fallend und verschwindet in x = «. Daher folgt

w(z) < 0 fiir alle € (o, 8] im Widerspruch zur Annahme w(z) > 0. n

Folgerung 2.1. Seien yi(x) und ys(x) zwei Losungen des Anfangswertproblems
y'(z) = fz,y(x)) firz € la,b], yla)=ya.
Ist die Funktion f(x,y) lokal Lipschitz—stetig, so folgt y1(x) = yo(x) fiir alle x € [a, b].

Beweis: Fiir den Defekt der Losungen y;(x) gilt Ply;|(x) = 0 fiir x € [a, b], und es gilt die
Anfangsbedingung yi(a) = ya(a) = y,, Damit gilt y1(a) < y2(a) und Plyi](z) < Plya)(v)
fir x € [a,b], aus Satz folgt also yi(x) < ya(x) fir x € [a,b]. Entsprechend folgt aus gilt
ys(a) < y1(a) und Plys)(z) < Plyi](z) fir € [a,b] die Ungleichung ys(x) < y;(x), und
somit die Gleichheit y;(z) = yo(x) fiir = € [a, b]. u

Hinreichend fiir die lokale Lipschitz—Bedingung
f<x7y1>_f(xuy2) §L<y1_y2) fir x € [aub]u Y1 > Y2
ist, dass die Funktion f(z,y) beziiglich y monoton fallend ist.

Beispiel 2.20. Zur Losung des Anfangswertproblems
y'(z) = 2z — 2y/max{y(z),0}, y(0)=0

betrachten wir die Methode der sukzessiven Approximation

y" () = 2/01 [s - max{yk(s),O}} ds

mit der Startniherung y°(z) = ax?, a € (0,1). Fir ap > 0 ist max{azs® 0} = ags® und
somat folgt, fiir x > 0,

v (2) :2/093 [5— \/m} d3:2(1—\/a_k)/0x5d5: (1 —ap) 2* = 12,

d.h.
apy1 =1 —y/ay,
und wir erhalten die Fixpunktgleichung
a=o(a)=1-+a.
Der Fizpunkt o = ® () ist Nullstelle von
fla) =a+Va—1.
Wegen



2.6. Implizite Differentialgleichungen erster Ordnung 43

besitzt f(a) genau eine Nullstelle @ € (0,1), d.h. ®(«) besitzt genau einen Fixpunkt @.
Dieser ergibt sich als Losung der quadratischen Gleichung

(Va)? +va—-1=0,

d.h.

+ 1+1— !
4 2

i

DO | —

+?, a= <\/5_1

2
~ 0.38197.
o) mos

Als Losung des Anfangswertproblems ergibt sich somit

2
VE—1\
y(z) = .
2
Fiir y; < ys <0 ust

f(oy1) = f2,y2) = 2¢/max{ys, 0} — 2y/max{y,, 0} = 0,
fir y1 <0 < yy ist
f(x,y1) = f(7,y2) = 2¢/max{ys, 0} — 2¢/max{y;, 0} = 2\/y2 > 0,
und fiir 0 < yy < yo ist
fz,p1) — f(z,y2) = 2¢/max{ys, 0} — 2y/max{y;, 0} = 2y/y2 — 2\/y1 > 0.

Die Funktion f(x,y) ist also beziiglich y monoton fallend und erfillt daher eine lokale
Lipschitz—Bedingung. Somit ist die Losung des Anfangswertproblems eindeutig.

2.6 Implizite Differentialgleichungen erster Ordnung

Abschlieend betrachten wir eine implizit gegebene Differentialgleichung erster Ordnung,

F(z,y(x),y'(x)) = 0. (2.35)

Dabei sei F': D C R® — R als stetig vorausgesetzt. Durch die Differentialgleichung (2.35)
wird ein Richtungsfeld als Menge aller Linienelemente (z,y,p) € R? definiert, welche die
Gleichung

F(z,y,p) =0 (2.36)

erfiillt. Hat diese Gleichung fiir gegebenes (x,y) mehrere Losungen p, so gibt es zu einem
Punkt (z,y) mehrere Linienelemente p. Nach dem Satz iiber implizit gegebene Funktionen
kann die Gleichung (2.36) in einer Umgebung eines Punktes (¢, 0, po) € D nach p aufgelost
werden, wenn die Funktionen F(z,y,p) und F,(z,y,p) stetig sind, und wenn gilt

F(I‘(), y07p0) = 07 Fp(x07y07p0) # 0.
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In einer Umgebung von (z,yo) folgt dann die Darstellung

mit einer stetigen Funktion f(x,y). In diesem Fall heifit (xq,yo,po) regulires Linienele-
ment. Alle nicht-reguldren Linienelemente werden singuldr genannt. Eine Losungskurve
y(x) der Differentialgleichung (2.35) heifit reguldr bzw. singulér, wenn alle Linienelemente
(z,y,y'(r)) regular bzw. singuldr sind. Ist (x,y,p) ein singuldres Linienelement, so heifit
(x,y) singuldrer Punkt.

Beispiel 2.21. Betrachtet wird die Differentialgleichung
[y (2)]* = 42®,  F(z,y.p) =p* —4a®, F,(w,y,p) = 2p.
Sei (w0, Y0, po) € R? gegeben mit F(xo, yo, po) = ps — 42 = 0. Fiir py # 0 ist die Gleichung
F(z,y,p) =p* —42®> =0

in einer Umgebung von (xo, Yo, po) nach p auflosbar, d.h. firpy # 0 sind alle Linienelemente
(o, Yo, po) reguldr. Fir py =0, d.h. fir xg = 0, ist keine lokal eindeutige Lisbarkeit nach
p gegeben, die Linienelemente (0,y,0) und die Punkte (0,y) sind also singuldr.

Die Gleichung F(x,y,p) = p?> — 4x* = 0 hat offensichtlich die Lésungen

P1 = 2'777 D2 = _2']77

die Linienelemente sind also durch (x,y,2x) und (x,y, —2z) gegeben. Zur Bestimmung der
Lésung y(x) sind also die Differentialgleichungen

y(0) =20, y(2)=—2

zu losen, d.h.
yi(z) = + a? Y2(x) = c2 — 2?, o, €eR

Im allgemeinen sind die Losungen von Anfangswertproblemen implizit gegebener Differen-
tialgleichungen nicht eindeutig, so sind zum Beispiel

i) =yo — g + 2%, ple) =yo + 25— 2?
Losungen des Anfangswertproblems
' ()] = 42, y(zo) = wo.
FEine eindeutige Losung kann erst durch die Vorgabe von y'(xg) = £2xq bestimmt werden.

Im folgenden sollen Beispiele von impliziten Differentialgleichungen angegeben werden,
welche eine geschlossene Losung erlauben.
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Sei y(x) stetig differenzierbare Losung der Differentialgleichung (2.35). Besitzt die Ab-
leitung y'(x) eine eindeutig bestimmte Umkehrfunktion, hinreichend hierfiir ist y”(z) # 0,
so kann p = y/(x) nach z = X(p) = [v/| 1 (p) aufgelést werden und in der Folge erhalten
wir

Dann ist
d d d

Y'(p) = d—pY(p) = d—py(X(P)) = y/<x>|m=X(p)%X<p> = pX'(p),

und fiir die implizit gegebene Differentialgleichung ergibt sich
F(z,y(z),y'(x)) = F(X(p),Y(p),p) = 0.

Zu bestimmen sind also Funktionen (X (p), Y (p)) als Losung des Systems

F(X(p),Y(p),p) =0, Y'(p)=pX'(p). (2.37)

Insbesondere beachte man jedoch, dass fiir eine konstante Ableitung p = y/(x) keine Um-
kehrfunktion = X (p) existiert.

Beispiel 2.22. Fiir die bereits betrachtete Differentialgleichung [y'(x)]* = 42% ergibt sich
(X(p),Y(p)) als Lisung des Systems

PP =AX({p)P, Y'(p)=pX'(p).

Daraus ergibt sich

1 1 1
X(p)=+5p, Y'(p)=+5p, Yp)=ctp’, ceR,
und mit p = £2x folgt schliefSlich
y(z) = c £ 2°.

Im folgenden sollen einige weitere Typen von implizit gegebenen Differentialgleichungen
erster Ordnung angegeben werden, welche sich mit diesem Zugang geschlossen 16sen lassen.
Fiir die Differentialgleichung

F(z,y,y/ () = gy (x)) —x =0 (2.38)
ergibt sich
X(p)=gp), Y'(p)=pX'(p)=pg(p)
und somit

Y(p) = / pg'(p) dp.

Besitzt g(p) eine Umkehrfunktion p = g~*(z), so folgt

y(x) =Y (g7 (2)).
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Beispiel 2.23. Fiir die Differentialgleichung

[y (@)]* =2 =0

ergibt sich zundchst die Einschrinkung x > 0. Fiir g(p) = p* ist die Umkehrfunktion nicht
eindeutig, d.h. p = ++/x. Weiter ist

2
Y(p)Z/pg’(p)dp=2/p2dp=§p3+c

und somit folgt

2 2 2
y(x) =Y(p) = §p3+c= g[iﬁ]3+c:i§x3/z+c fiir & > 0.

Zur Probe ist

Y(2) = £V3, @) —o= [V -2 =0.
Fiir die Differentialgleichung
F(a,y(x), y'(x)) = g(y'(x)) — y(x) =0 (2.39)

ergibt sich
Y(p)=yg(p), Y'(p)=pX'(p)=4dp)
und somit

X(p)zfﬁdp, Y(p)=g(p)-

Existiert die Umkehrfunktion von z = X(p), so erhalten wir als Losung

Offensichtlich ist y(z) = g(0) eine weitere Losung.

Beispiel 2.24. Fiir die Differentialgleichung

[y'()]* —y(z) =0

ergibt sich zundchst die Einschrinkung y(z) > 0. Mit g(p) = p? ist

X(p)=2/dp=2p+c, Y(p) = p’

und somit



2.6. Implizite Differentialgleichungen erster Ordnung 47

Fiir die Differentialgleichung von Clairaut,

F(a,y,y'(z)) = y(z) — 2y (z) — g(y'(x)) =0 (2.40)

folgt
Y(p) =pX(p)+9(p), Y'(p)=pX(p)=X({p)+pX'(p)+4p),

also

Fiir 3/(z) = ¢ ergeben sich mit
y(x) = cax+g(c)
offenbar weitere Losungen der Differentialgleichung (2.40). Fiir p = ¢ ist
r=X(c)==g'(c), y=Y(c)=g(c)—cg'(c) = g(c) + ¢ X(c) = cx +g(0),

d.h. der Punkt (X(c),Y(c)) der Losungskurve liegt auf der Geraden y(z) = cx + g(c),
welche dort gleichzeitig Tangente an die Losungskurve ist. Diese Losungskurve wird als
Enveloppe der Geradenschar bezeichnet.

Beispiel 2.25. Fiir die Differentialgleichung
y(z) = wy/(x) + '
ergibt sich die Geradenschar, fir y'(x) = ¢,
y(x) =cx+e’, ceR.
Fiir die Berechnung der Enveloppe ist
glp) =€, X(p)=—g'(p) = —¢", Y(p)=yg(p) —pg'(p) = (1 —p)e’.

Aus ©x = —eP fiir p € R folgt zundchst x < 0 und somit

p=1In(-z), ylx)== [ln(—x) — 1} fiirz < 0.

Fiir die Differentialgleichung von d’Alembert,
F(z,y(z),y'(x)) = y(x) —zf(y'(x)) — 9(y/'(x)) =0, (2.41)
ist
Y(p)=X®)f(p)+9(p), Y(p)=pX'(p)=X(p)f(p)+ XD )+ D),

und zu 16sen bleibt die lineare Differentialgleichung

X(p)f'(p) +4'(p)
p—flp

Lineare Losungen y(z) = cx + g(c) treten genau dann auf, wenn f(c) = c gilt.

X'(p) =
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Abbildung 2.6: Geradenschar y(z) = cx + e fiir ¢ = 0, £3, =1 und Enveloppe.



