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Vorwort

Dieses Vorlesungsskript basiert auf der Vorlesung Technische Numerik fiir Studierende der
Mechatronik im Maschinenbau an der Technischen Universitit Graz, die ich erstmals im Winter-
semester 2004/2005 gehalten habe. Der Umfang umfat 2 SWS Vorlesung und 1 SWS Ubung.
Parallel dazu habe ich die Vorlesung Numerische Mathematik 1 (3V, 1U) fiir Studierende der
Technischen Mathematik gehalten.

Die Losung eines Anwendungsproblems fithrt von der Beschreibung des realen Prozesses auf ein
analytisches mathematisches Modell, das oft durch gewdhnliche und partielle Differentialgleichun-
gen beschrieben wird. Da dieses in der Regel nicht geschlossen 16sbar ist, miissen geeignete mathe-
matische Ndherungsverfahren zur Bestimmung eines endlichen Ersatzproblems hergeleitet werden.
Daraus abgeleitet wird ein numerischer Algorithmus zur Bestimmung einer Naherungslosung. Bei
der Untersuchung der Stabilitdt und Konvergenz der Folge von Niaherungslosungen sind mogliche
Fehlerquellen wie z.B. der Modellierungsfehler, der Verfahrensfehler sowie Eingabe— und Run-
dungsfehler zu beriicksichtigen. Letzteres ist bei der Fehlerfortpflanzung zu beachten.

Die Vorlesung Technische Numerik umfafit zunédchst die Grundlagen der Numerischen Mathe-
matik,

— Approximation und Interpolation von Funktionen,

— Numerische Integration,

— Losungsverfahren fiir Lineare Gleichungssysteme und nichtlineare Gleichungen,
— Rand— und Anfangswertprobleme fiir gewohnliche Differentialgleichungen.

In einer anschliefenden Vorlesung Technische Numerik 2 wird dann die finite Element Me-
thode als eines der am héaufigsten benutzten Naherungsverfahren in der technischen Simulation
behandelt.

Mein Dank fiir das Erstellen grofler Teile des Manuskripts in Latex gilt Frau B. Poltl. Ich hoffe,
dafl das Skript gern zur Hand genommen wird und eine gute Basis fiir die Beschéftigung mit der
Numerischen Mathematik darstellen wird.

Graz, Marz 2005 O. Steinbach
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Kapitel 1

Approximation

Die polynomiale Approximation von Funktionen dient einerseits der Verarbeitung von experi-
mentellen Daten, d.h. fiir eine gegebene Punktmenge {(z;, fi)}]—, ist eine geeignete funktionale
Darstellung f,,(x) zu finden, andererseits erméglicht die Approximation einer gegebenen Funktion
f(x) durch ein Polynom eine einfache Realisierung von Differentiation und Integration. Spiiter
werden diese Konzepte zur Approximation von Funktionen auch zur Losung von Anfangs— und
Randwertproblemen gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen eingesetzt.

Gesucht ist eine allgemeine Darstellung der Form
Fu(@) =) arpr(x)
k=0

mit linear unabhingigen Basisfunktionen {y;}}_, und zu bestimmenden Zerlegungskoeffi-
zienten ay, ..., a,. Diese sind durch eine geeignete Approximationsmethode aus den gegebenen
Daten f; bzw. aus der gegebenen Funktion f(z) zu bestimmen.

1.1 Interpolation

Gegeben seien n+1 Paare (z;, f;),4 = 0,...,n, mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; # x;
fiir ¢ # j.

Gesucht ist eine Funktion

(@) = arpr(2),
k=0
die in den Stiitzstellen z; die Interpolationsgleichungen
fnlz:) = Zakgpk(xi) =fi=f(x;) firx i=0,...,n
k=0

erfiillt.
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Je nach der Wahl der Basisfunktionen ), unterscheidet man dabei in

e polynomiale Interpolation,
e trigonometrische Interpolation,

e stiickweise polynomiale Interpolation (Splines).

Zu bestimmen sind die n 4+ 1 Zerlegungskoeffizienten ay aus den n + 1 Interpolationsgleichungen
Zakwk(xi) =f; fir ¢i=0,...,n.
k=0

Diese entsprechen dem linearen Gleichungssystem
wo(ro) .- @n(wo) ao fo

bzw. Aa = f mit der Systemmatrix A € R™+)*("+1) yund den Eintrigen
Ali k] = o (z;) fur i,k=0,...,n.

Die Zerlegungskoeffizienten ay, sind genau dann eindeutig bestimmt, wenn das lineare Gleichungs-
system Aa = f eindeutig l6sbar ist. Zu untersuchen sind deshalb die Eigenschaften, insbesondere
die Invertierbarkeit, der Systemmatrix A in Abhéngigkeit der konkret gewéhlten Basisfunktionen

{901@}2:0-

1.1.1 Monome

Betrachtet werden als Basisfunktionen zunéchst die Monome

or(z) =2 fir k=0,...,n
bzw., siehe auch Abbildung 1.1,
po(x) =1, wiz) =z, @2(z)=2% ..., ¢u(z)=2"
05

02 04 06 08 1

X

Abbildung 1.1: Monome ¢y (z) = 2* fiir k =0,1,2,3.
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Fiir die Eintriage der Systemmatrix A folgt dann

Ali k] = pp(z;) = 2F  fir 4,k=0,...,n

3

bzw. ist
2 n
1 =z zg zg
n
1 1 7 b
A= o .
2 n
1 =z, =z Ty

eine Vandermonde-Matrix. Fiir diese gilt (vgl. Ubungsaufgabe 1.1.)

detA = H(SCJ — 1'1)

i<j

Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen x; # x; fiir alle ¢ # j folgt somit detA # 0 und damit die
Invertierbarkeit der Systemmatrix A. Damit ist das lineare Gleichungssystem Aa = f und somit
die Interpolationsaufgabe eindeutig 16sbar. Es zeigt sich jedoch, dass die Systemmatrix A schlecht
konditioniert ist. Zu klédren ist dabei zunéchst der Begriff und die Bedeutung der Kondition einer
Matrix.

Bei einer schlecht konditionierten Matrix A fiihrt bereits eine kleine Stérung der rechten Seite f
zu einer grofen Storung des Ergebnisvektors ¢ = A~} f. Diese Instabilitit kann durch die in der
Gleitkomma—Arithmetik auftretenden Rundungsfehler noch verstérkt werden.

Beispiel 1.1 Die Lisung des linearen Gleichungssystems

() ()=00)

xz%g[(lnhc:)af(lfs)b}, yz%g[(lJrs)b—(les)a]

mat € > 0 ist gegeben durch

Fiir a =b =2 folgt

r=y=1,
wdahrend fira=2 undb=2+§
1+¢ 1—¢
o + 4 Y 4e

gilt. Eine Storung der rechten Seite um & zieht also eine Stérung der Lisung um O(g) nach sich.

Die Kondition einer gegebenen Matrix A kann durch die spektrale Konditionszahl charakte-
risiert werden. Hierzu wird eine beliebige Vektornorm in IR"*! betrachtet, z.B. die Euklidische

Vektornorm
n 1
2
lullz = (")
1=0

Die durch diese Vektornorm induzierte Matrixnorm ist

[[All2= sup —
oucirtt ||ufl2

Wegen
| Aul[3 = (Au, Au) = (AT Ay, w) < Moo (AT A) (1, 1) = Anaa (AT A)[[ul3
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und

|| Au = (AT Au,, .0 U0n) = Mmaz(ATA) (U0 Unas)

=mazx’-=max =max’-=max

= Anac (ATA) | m

maz”%

maz”%

||A||2 = )‘mam(ATA) = Umaz(ATA)’

wobei 04, (AT A) den groften Singuléirwert von A bezeichnet. Die spektrale Konditionszahl der
Matrix A ist dann definiert durch

folgt

ka(A) = [|All2 - [JA7 ]2
Fiir eine symmetrische und positiv definierte Matrix A folgt

)\mam (A)

Beispiel 1.2 Die Figenwerte der in Beispiel 1.1 betrachteten Matrix
_( 1+4+e 1-¢
A= < l—e 1+e¢ >

)\1(14) = 2, )\2(14) = 2¢

K2 (A) =

sind durch

gegeben. Damit ergibt sich fiir die spektrale Konditionszahl

C Amaa(4) 1
A R @) T F

1.1.2 Lagrange—Polynome

Die Monome ¢y (z) = z* bilden den linearen Raum der Polynome vom Grad n,

IT,, = span{px }—o-

Jedes Polynom f,, € II,, mit maximalen Grad n kann also als Linearkombination der Basisfunk-
tionen ¢ dargestellt werden,

fulz) = Zakcpk(z) = Z apz®.
k=0 k=0

Der Ubergang zu einer anderen Basis,

Hn = Span{wk }Z:Oa

ermdglicht fiir das Interpolationspolynom den Ansatz
(@) = brtoe ()
k=0

mit zu bestimmenden Zerlegungskoeffizienten by, k = 0, ..., n. Die zugehé¢rigen Interpolationsglei-
chungen lauten dann

fn(%) = Zbkl/fk(%) =f;, fir i=0,...,n.
k=0
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Die Basisfunktionen vy, sollen nun derart gew#hlt werden, so dafl das resultierende lineare Glei-
chungssystem Ab = f besonders einfach zu losen ist. Aus der Forderung

1 fir i = k,
V(i) = { 0 fiir i # k

folgt dann
by = fr firallek=0,...,n

und somit

ful@) =" frvhi(x).
k=0

Dies motiviert die Definition der Lagrange—Polynome, vgl. Abbildung 1.2,

n

T — T
Li(z) = H L fir k=0,...,n.
o, T — Xy
J=0,j#k
1]
0.8
0.6
0.4
0.2
-1 08 -06 -04 02 0]\ 02 04 06 08 /1
X

Abbildung 1.2: Lagrange-Polynome L (x) fiir 29 = —1, 21 = 0, 2o = 1.
Die Lagrange-Polynome {Lj}}_, bilden eine Basis im Raum II, der Polynome vom Grad n

(vgl. Ubungsaufgabe 1.2.).

1.1.3 Abschitzung des Interpolationsfehlers
Fiir eine gegebene Funktion f bezeichne f,, € II,, das Interpolationspolynom mit
f(xi) = folz;) fixri=0,...,n.

Dabei seien die n + 1 Stiitzstellen z; € [a,b] in einem beschrénkten Intervall [a, b] gegeben. Ab-
zuschétzen bleibt der Fehler

en(x) := f(x) — folz) fir x € [a,b].
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Satz 1.1 Fir den Interpolationsfehler gilt die Fehlerabschdtzung

1 n+1 -
/0=l = gy (60) T -2

z€la,b]

n

max H(:c —zj)|.

b
welab] |

1
———— max ‘ (n+1) (g
(7’L + 1)' z€(a,b]
Beispiel 1.3 Fiir die Approximation der Funktion

f(z) = sinwz  firz € [0,1]
ist die Interpolierende mit Lagrange—Polynomen gegeben durch

falz) = flar)Li(z) .

n
k=0

Fiir n = 2 und gleichmdf$ig verteilte Stiitzstellen xg =0, x1 = % und ro =1 sind

Lo(x) = 2(x — %)(m—l), La(z) = 4a(1 —a),  Lae) = 200z — ).

Dann ist
2
fo(z) = Zsinﬂ'xk Ly(z) = 42(1 —x).
k=0

Der betragsmajig grofite Wert der Fehlerfunktion
ea(z) = f(z) — fo(z) = sinma — 4a(1 — x)

wird fir T ~ 0.15 mit |e2(Z)| =~ 0.056 angenommen. Aus der Fehlerabschitzung des Interpolati-

onsfehlers folgt andererseits

2
1
— — 3) o
Juax 1f(@) - fo(@)] < 3!;£$§Jf (x) ;ggﬁ]ll(w z))
1 1 1 3
= Ezrél[%ﬁ] ‘—71-3 cosﬂ',r’ Ilél[%ﬁ] x(x — 5)(1‘ — 1)‘ < 671'3 3_\/6_ ~ 0.249.

i \ . / = . |
0] . ; \
o] o] / \ ﬁ
/ \\ ‘ // \ “J“

/ \

—o.05] / \
/ \ // \\ /
\ /

/ oos] | / \

Abbildung 1.3: Funktion f(x) = sinwx, Interpolierende fo(x) sowie Fehler ea(x).
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Die Abschétzung des Interpolationsfehlers zeigt, dal die Wahl der Stiitzstellen x; wesentlich fiir
die Giite der Approximation f,, ist, siche das folgende Beispiel von Runge.

Beispiel 1.4 Die Interpolation der Funktion
1

f(z) = T2 fir xe[-5,+5]

in den gleichmdflig verteilten Stitzstellen
104
o= 54— firi=0,....n
n

ergibt die in Abbildung 1.3 fiir n =5 und n = 10 dargestellten Interpolationspolynome mit den in
der Nihe der Randpunkte £5 auftretenden Oszillationen.

21
1.5
1

0.5

1
Abbildung 1.3: Interpolation der Funktion f(x) = o
T
Dies motiviert die Wahl der Stiitzstellen x; in einer solchen Weise, so daf

n

max | | | (z — ;)]
z€la,b] i=o

minimal wird. Die Losung dieser Minimierungsaufgabe beruht auf den im folgenden Abschnitt
behandelten Tschebyscheff-Polynome.

1.1.4 Tschebyscheff-Polynome

Der Raum II,, der Polynome vom Grad n kann neben der Beschreibung durch die Monome bzw.
durch die Lagrange—Polynome auch durch die Tschebyscheff-Polynome T} (z) charakterisiert
werden. Diese werden rekursiv definiert durch

TO(:C) = 17
Tl(‘r) z,
Tet1(z) = 2aTp(x) — Tp—1(z) firk=1,2,... .
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Abbildung 1.4: Tschebyscheff-Polynome T () fiir £ = 0,...,4.
Lemma 1.1 Firxz € [-1,41] und k =0,1,2,... gilt die alternative Darstellung
Tk (x) = cos(k arccosx) .

Entsprechend gilt fiir x| > 1
Ty (z) = cosh(k arccoshz).

Aus der Darstellung in Lemma 1.1 lassen sich nun einige wichtige Eigenschaften der T'schebyscheff-
Polynome T} (x) ablesen. Es gilt

max |Ti(x)] =1
ma | [T(z)

sowie )
Tk(:nz(-k)) =(-1)" fiir ,TZ(-k) = cos %, i=0,...,k
Die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome ergeben sich aus der Forderung
Tx(x) = cos(k arccosx) =0
bzw. aus -
k arccosx = 5 +im, i€ IN.

Daraus folgt
7k :COSM fir¢e=0,...,k— 1.
¢ 2k
Neben der hier durch die Rekursionsvorschrift erfolgten Definition der Tschebyscheff-Polynome
und der dazu dquivalenten Darstellung durch trigonometrische Polynome erméglichen die Tscheby-
scheff-Polynome eine dritte Darstellung, die fiir die Funktionsauswertung von Ty (z) fir x > 1

wesentlich sein wird.

Lemma 1.2 Firk=0,1,2,... gilt
i) = 2|+ VDb 4 (@ VaE D]
[(m + Va2 = DF 4 (Va2 - 1)_k]

N = N
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Die erste Darstellung in Lemma 1.1 gilt nur fiir Argumente « € [—1,+1]. Sei [a, b] ein beliebiges
Intervall mit 0 < a < b. Fiir t € [a, b] ermdglicht die Transformation

b+a—2t
=0T e 1,41
x T € [-1,+1]

die Definition der skalierten Tschebyscheff~Polynome

7 (25

Te(55)

Te(t) ==

mit fk(O) = 1. Ist II,, der Raum aller Polynome maximalen Grades n, so umfasst IT}, alle Polynome
fn € I, mit £,(0) = 1, d.h. Ty € II.. Die modizierten Tschebyscheff-Polynome Tj(t) sind die
Polynome vom Polynomgrad & mit dem kleinsten Maximum im Intervall [a, b]:

Satz 1.2 Fir 0 < a < b sind die modifizierten Tschebyscheff—Polynome fk(t) Losung der Mini-
mierungsaufgabe

2¢" _ Vb+a
= e

min max = max T, t) = ——,
i, max pi(t)] te[a_’b]l ik (1)] 5 g

Fiir das Tschebyscheff-Polynom Tj41 € Il;4; gilt die Darstellung

Toia () = O‘H ( jz(_k+1))

mit den Nullstellen g’cgkﬂ)

Tschebyscheff-Polynome

von Tj4+1. Andererseits ergibt sich aus der rekursiven Definition der

Tisr(2) = 25 + gi(a)

mit einem Polynom g € Il vom Polynomgrad k. Durch Vergleich der fithrenden Koeffizienten
folgt somit

Toir(z) = 2F H ( jgk-i-l)).

Damit ergibt sich fiir die Minimierungsaufgabe zur Bestimmung der optimalen Stiitzstellen fiir die
polynomiale Interpolationsaufgabe im Intervall [—1, +1],

- _ — —(n+1 )‘ —9 N T =9 "
s | Tl o] =TT (o~ P T (@] =27,

und somit die Fehlerabschétzung

2—77/
— < ("+1) ’
e 1F) = ) < gy ama 700G

falls das Interpolationspolynom f,(z) die Interpolationsgleichungen

fn( (n+1)) f(f§"+1)) fir i=0,...,n

in den Nullstellen :ZZ(-"H) von T,41(x) erfiillt. Durch eine geeignete Transformation konnen die

Stiitzstellen der Interpolationsaufgabe auf ein beliebiges Intervall [a, b] iibertragen werden.
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Beispiel 1.5 Fiir n = 2 sind die Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms Ts(x) im Intervall
[—1,1] gegeben durch
21+ 1
igk) = cos %, 1=0,1,2.
Fiir die Interpolationsaufgabe im Intervall [0,1] ergeben sich die Stiitzstellen durch die Transfor-
mation

das heifst

1
xo = 6(1_COS_) =

Das Mazimum der Fehlerfunktion ex(z) = f(x)— fa(x) wird in & =0 (bzw. in T = 1) angenommen
mit |ea(x)] =~ 0.0548. Aus der Fehlerabschitzung des Interpolationsfehlers folgt andererseits

272 1
_ <z (3) ‘ < 4 .3
)~ a0 < g O] < g
// \\ 0.02+ | |
0] \ \
/ \ \
/ \ o1 oz o o os T
02l / \ \ « /
// \ \ /
R ’/ \\\ —0.02 \ //
, o= o on os % Y,

Abbildung 1.3: Funktion f(z) = sinwx, Interpolierende fa(x) sowie Fehler ea(z).

Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeffizienten von f,, als Losung des zugehorigen linearen
Gleichungssystems. Der Ansatz
n
x) = Z ar T ()
k=0

mit Tschebyscheff-Polynomen T (x) fithrt dann auf die Interpolationsgleichungen

ACRE ZakT (a) =i i =0,..n

Zur Bestimmung der Zerlegungskoefﬁmen‘uen ay, werden die Interpolationsgleichungen mit 7y
multipliziert und tiber ¢ = 0,...,n summiert,

523wt (s = g ().

(@)

i=0 k=0
Es gilt
n 0 fur k # ¢,
ZTk(fE”“))Tg(@g"“)) =< in+1) fiir k = ¢ # 0,
i=0 n+1 firk=¢=0
und somit
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bzw.

Eine effiziente Berechnung der Zerlegungskoeffizienten aj kann schliefllich durch eine schnelle
Fouriertransformation realisiert werden, siche zum Beispiel [14].

Die bisher verwendeten Ansatzfunktionen zur Bestimmung des Interpolationspolynom sind global,
d.h. sie sind stets im gesamten Intervall [a, b] auszuwerten. Die Anwendung der Fehlerabschitzung
fiir ein Interpolationspolynom n—ten Grades erfordert dariiberhinaus die Stetigkeit der (n+ 1)-ten
Ableitung der zu interpolierenden Funktion. Fiir viele Anwendungen ist dies aber eine zu starke
Restriktion. Deshalb sollen im folgenden Approximationsmethoden betrachtet werden, die neben
lokalen Ansatzfunktionen auch Fehlerabschitzungen fiir Funktionen mit geringerer Regularitét
ermoglichen.

1.1.5 Stiickweise lineare Ansatzfunktionen

Gegeben seien im Intervall [a,b] n + 1 gleichmé#Big verteilte Stiitzstellen x; mit
a=x0<T1<...<Tp_1 <xp=0>0.

Offenbar gilt

ri=a+1 7a:a+ih firi=0,...,n

mit der Schrittweite
b—a

n

h:

— 0 firn— oo.

In den Stiitzstellen x; seien zugehorige Funktionswerte f; = f(x;) gegeben. Die Approximation
frn(x) ist dann wie in Abbildung 1.5 definiert als stiickweise lineare Funktion

Fol@) = fig + — 5=t

[fi - fi—l] fir x € [xi_l,xi], t1=1,...,n.
T — Ti—1

a = xo Tic1 X Tit1 Tn =15

Abbildung 1.5: Stiickweise lineare Interpolation.

Fiir die Abschéitzung des Interpolationsfehlers f(x) — f, () fithrt die Taylor-Entwicklung von f(z)
fir « € (z;—1,2;) um x;—q auf

F(@) = Fwia) + (= 2 f i) + 5 €)@ — 2i0)?
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mit einer Zwischenwertstelle £ € (z;_1, ). Entsprechend gilt fiir z = x;

fi = () = F@i) + (o — 2 f (i) + 5 7@ — w101

mit & € (z;_1,2;). Fiir z € (z;_1,2;) folgt dann, unter Ausnutzung der Interpolationsbedingung

fifl = f(xz?l);
F@) ~ fule) = Flwi)+ (@ =z f (i) + 5 O — w0’

— Ti—-1

- |:fi—1 + ; . (fi = fi-1)
7 1—1
= (o m)f () + 5 O~ wi)
T (a1 = i) i) + 5O i)
= OE -z 3 O — i) - i)

und somit
1f(x) = ful@)] < §|f”(s)|<:c—:cz-—1>2+%If”@Iva—fvz-—lil»fi—%i—1|
< L@ @) < w_max (@)

Ee(wi—1,24)

Damit ergibt sich als Fehlerabschétzung in der Maximum—Norm

max |f(x) — fo(z)] <h* max [f7(&)| firi=1,...,n,
) £e( )

r€(xi—1,x; Ti—1,T4
bzw.
max |f(2) = fu(@)| < h* max |f"(€)].
z€|a,b] £€la,b]
Es gilt auch die lokale Fehlerabschitzung
Zq 9 1 Zq
| [t - n@)] do < Gt [ 157 Pas

und durch Summation iiber alle Elemente (z;_1, ;) folgt die globale Fehlerabschiitzung

b b
[ t@ = @] dx < 5 0t 157 @Pas

bzw.

1
I1f = fallLalap < EhQHf"HLz[a,b]-

Fiir eine globale Darstellung der stiickweise linear Interpolierenden

fulx) = arpr(x)
k=0

konnen Basisfunktionen durch die Forderung

1 fir v = g,
o(x) = 0 fir x = x¢ # xy,
stiickweise linear sonst

definiert werden, vergleiche hierzu auch Abbildung 1.6.
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I
Sfrt1
fr—1
or—1(z) or(zr) =1 Pr+1(7)
SCIk71 ll'k 50'k+1

Abbildung 1.6: Ansatzfunktionen ¢ (x) sowie @i11(z).

Fiir die Basisfunktionen ¢ (x) ergibt sich daraus die funktionale Darstellung

T — Tp—
LA fir x € [wp—1, zx]
Tk — Tk—1
— x -z
pr(r) = Lh1 7T fir z € [k, Try1]
Tr+1 — Tk
0 sonst
fir £k =0,...,n. Analog konnen auf diese Weise auch stiickweise konstante Basisfunktionen
1 fir z € (xp—1, zk),
Vr(z) =
0 sonst

fir k =1,...,n erkldrt werden.

Die Verwendung lokaler Basisfunktionen, z.B. stiickweise linearer Ansatzfunktionen, ermdoglicht
eine einfache Auswertung des Interpolationspolynoms. Jedoch verlangt die Interpolationsaufgabe
die Stetigkeit der zu approximierenden Funktion. Diese Voraussetzung kann durch die Verwendung
von Projektionsmethoden vermieden werden.

1.2 Projektionsmethoden

Gesucht ist jetzt eine Approximation
n
fal@) =) arpr(x)
k=0

mit zunéchst beliebigen Ansatzfunktionen ¢ (), die den zugehorigen Fehler

b

/ (@) — ful@)Pde

a

minimiert. Zu l6sen ist also das Minimierungsproblem

Fla) = min F(b)

mit dem Funktional

rw = [ - Y o] a
a k=0
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b

= / dm—QZbk/f ) (x dx—i—ZZbkbg/ oo(x)d.

2 k=0 £=0

Aus der notwendigen Minimierungsbedingung

0
0b;

F(b) =0 firallei=0,.

fiir den Losungsvektor a € IR™ ! folgt

b

0 = 821/ dx—QZbk/f z)pk(x d5+zzbkbé/ oo(z)

k=0 ¢=0

a

b b
= 2 [@ei@as+ o | [

]Z;? =0 e#
b b
- —2/f<><>m+ab/ (@)ps(a)d

Zbk/ deerg/ (z)da

k#i a 0#i a

b " b
= 2/f(z)cpi(z)derQ;ka/cpk(z)cpi(z)dz.

Dies ist gleichbedeutend mit

b b

S o / (x)dx:/f(x)tpi(x)dx fir i = 0,...,m,

k=0 2
bzw. mit dem linearen Gleichungssystem
Mpa = f,

mit der Massematrix ,
Wik = [ oula)er(o)ds

und dem Vektor der rechten Seite,
b
fi= [ r@en(oyis
fur i,k=0,...,n

Die voneinander linear unabhéngigen Basisfunktionen {py}7_, bilden einen linearen Raum

Sh = span{yx } 1—o-
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Die Approximation fj, € S}, ist also Losung des Variationsproblems

b b
/fh(ac)goi(ac)dx = /f(x)goi(ac)dx firs=0,...,n

bzw. von , ,
/fh(z)gh(x)dx = /f(fc)gh(fc)dﬂf fiir alle g € Sh.

Offenbar gilt die Galerkin—Orthogonalitét

b
/ [F(@) — fa(@)]gn()dz =0 fiir alle gy, € Sy

a

Die Approximation f, = Qnf € S, wird als Lo—Projektion von f bezeichnet.
Fiir den Fehler f(x) — Qpf(z) folgt in der Ly—Norm mit der Galerkin—Orthogonalitit

b
1 = @Al = @) = Q@) (@) ~ Quf(o)lda

b

b
= /[f(fﬂ) — Qnf(@)[f(x) — gn(z)ldz + /[f(w) = Qnf(@)llgn(x) — fn(x)]dx

b
~ [17@) - Q@ @) - n(w)ld
< |If = Qufllzafaplf — gnllLafap

fiir alle g5, € S, und somit, in Ubereinstimmung mit der urspriinglichen Minimierungsaufgabe
F(a) < F(b) fiir alle b € R"*!,

IIf = Qnfllesfas < If — 9gnllrsjas fiir alle gn € Sp

bzw.
I[f = QnfllLsfap = i I1f = gnllLafab-

Fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen ergibt sich fiir die Eintrige der Massematrix

b
Mpli k) = /cpk(z)cpi(z)dz:() firk #4,i+1,
Tht1 ) hp41 1
Mylk£1,k] = / AL B IE 3 / (hig1 — t)tdt = —hgy1,
Th+1 — Tk Tk4+1 — Tk hk+1 ; 6
Tk
b T ) Tr41 )
Mylk,k] = /[%(x)]%gg — / {M} dr + / {M} de
Tk — Tk—1 Tk+1 — Tk
a Tp—1 Tk
U s 11
= — [ t}dt+ / (hgg1 —t)%dt = —hy + —hgi1.
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Fiir eine gleichméBige Unterteilung mit hy = h fiir alle £ =1, ..., n folgt somit
2 1
1 4 1
h 1

Mh:E

—_
e
N =

Die Massematrix M, ist
e symmetrisch und positiv definit;
e schwach besetzt, d.h. M}, besitzt 2 + 3(n — 1) + 2 Nichtnulleintrige;
e Tridiagonalmatrix;
e von hierarchischer Struktur.

Damit konnen fiir die Lésung des linearen Gleichungssystems My a = f effiziente Losungsverfahren
verwendet werden. Darauf soll an dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen werden [14].

Aus der Abschiitzung des Interpolationsfehlers fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen folgt schlief3-
lich die Fehlerabschétzung

1
_ " < T " < _h2 " abl-
If = QnfllLafap) < If = Infllrafap < 7 1" Lafa.b)

Diese erfordert die Quadratintegrierbarkeit der zweiten Ableitung f”(z) der zu approximierenden
Funktion f(z). Am Beispiel der Lo—Projektion mit stiickweise konstanten Ansatzfunktionen sollen
nun die Félle untersucht werden, wenn die zu approximierende Funktion eine geringere Regularitét
aufweist.

Mit den stiickweise konstanten Ansatzfunktionen

1 fiir ¢ € (xg—1, k)
0 sonst

fur k =1,...,n fithrt der Ansatz
(@Qnf)(@) =D arthi(w)
k=1

auf das Variationsproblem

n b b
Z ak/wk(x)wi(x)dx - /f(x)l/%(w)dx firi=1,...,n.
k=1 Y /
Wegen
b
/wk(aﬁ)wz(ac)dg; — { l“:)k S;L:t: i,
folgt
b .
h hik / f(@)u()dz = hik / F(z)dz
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Fiir € (w1, zx) ist (Qnf)(z) = arr(x) = ax und somit

f@) - Qui) = f@) - / F(w)dy

= [ pw-swla = [ [resan

Die wiederholte Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung liefert

2

@) ~@u@] = o / 1 [ s)asdy

k
1 Tk Tk x 2 1 Tk x 2
< / 12dy/ /f’(S)dS dy = — /1-f’(8)d8 dy
12 o
Tr—1 Trp—1 Y Trp—1 Y
1 Tk x x 1 Tk Tk
<o [ ez [irepas| a < o [e-ul [ reRasay
hk hk
Tr—1 Y y Te—1 Thk—1
Tk
< hy [f’(s)]st
Tg—1
Integration beziiglich © € (x;_1,x) ergibt
Ty 9 Tk
| [r@-aus@] e < nt [ 7P
Tk—1 Te—1
und somit
n Tk
17 = Qufll gy < S0 [ (F(6)Pds
k=1 .7
bzw.

I1f = QufllLsian) < I N Lofas

mit h = maxg=1,.._, h. Die Voraussetzung der Quadratintegrierbarkeit der ersten Ableitung f'(z)
gewéhrleistet also ein lineares Konvergenzverhalten fiir den Fehler f(z) — f,(z) in der Lo—Norm.
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Numerische Integration

Fiir eine gegebene Funktion f(x) ist das bestimmte Integral
b
I= / f(z)dx

durch eine geeignete Néherungsformel

n

I =Y wif(x)

=0

mit Stiitzstellen z; und Gewichten w; zu berechnen. Ein numerisches Integrationsverfahren
heifit von der Ordnung p, falls p die grofite ganze Zahl ist, fiir die das Verfahren alle Polynome
kleineren Grades als p exakt integriert,

b n
/g(z)dz = Zwig(xi) fiir alle g € II,—;.

a

Eine erste Idee fiir die Herleitung numerischer Integrationsformeln besteht im Ersetzen der Funk-
tion f(z) durch das Interpolationspolynom f,, € II,, mit

In:/bfn(ac)dm

und aus der Darstellung des Interpolationsfehlers

Dies fiithrt zu

n

f(n+1) H T — Jh

=0

f('r)_fn(w) = (nJr

mit einer Zwischenwertstelle £ = £(z) € (a,b) folgt fiir den Fehler der numerischen Integrations-

formel
b n

b
11, = [17@) = fuolde = =7 [ 109 (e@) [0 = e

a =0

Fiir eine dquidistante Unterteilung der Stiitzstellen,

7a:a+ih fir¢t=0,...,n
n

ri=a+1
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und fiir die Lagrange—Darstellung des Interpolationspolynoms,

fal) = 3 Pl Liw = [ S22
=0 g=0g#i "

folgt

n b
1, ) /Lz dfowa:cz

mit den Integrationsgewichten

b n
wi:/Li(z)dz:/ H zixjdz firi=0,...,n
R

xr
o 3=0g%i 7t Y

Mit den Substitutionen
x;=a+ih firi=0,...,n, x=a+th firtel0,n], dx=hdt

ist

(a+th) — (a+ jh) -7 —a_
w; =h dt = —=dt = i
/H a+ih) — (a+ jh) /H s
J#i
mit .
_ ot—j
w; = H _—j_dt firi=0,...,n
. P 2|
0 J=0,j7#i

Die resultierenden numerischen Integrationsformeln sind die Newton—Cotes—Formeln

_b ; = ;@f(%)-

Ist die Integrationsformel exakt fiir konstante Funktionen, dann folgt fiir f(z) =1

b
b—a e -
[z =b-a e

und somit

1 n

=Y @i=1.

n

=0
Fiir eine stabile numerische Auswertung ist weiterhin die Positivitdt w; > 0 der Integrationsge-
wichte zu fordern.
Beispiel 2.1 Fiirn =1 lauten die Stiitzstellen
ro=a, T1=20

und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

1 1
o = (t);dtf/(l—t)dt:—,
0 0
1 1
tf
o = /—Odt:/tdtzl.
1-0 2

0

[}
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Damit ist

1 1 } b—a

L = (b—a)|5/() +5/0)

die Trapezregel. Der Fehler ist

b
1-n = [ 55(6@) - ae-vis = 5 [ 1(6@) @b ) de

e > 0 fir « € (a,b)
Die Substitution
Ly, 1 2
s(z) = [(z—a)(b—a)dzr = 37 +§(a+b):c — abx
ergibt eine fir x € (a,b) streng monoton steigende Funktion, fir die die Umkehrfunktion x = x(s)

existiert. Mit der Transformation der Integrationsgrenzen,

1 1 1 1
Sq = Ea?’ — §a2b firz = a, Sp = 653 - 5@()2 fiirz =0,

ergibt sich aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

1-n = =5 [ £(€))ds = 3ln - sl s (gla(s))
= I )[gh - 5 + 5t - za’] = o )b - )

Damit ist die Trapezregel ein Verfahren 2. Ordnung, d.h. lineare Funktionen werden exakt inte-
griert.

Beispiel 2.2 Firn = 2 sind die Stitzstellen durch
1
To=a, T1= §(a+b), To=0b

gegeben und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

~ 1 ~ 4 1
Wy ==, W ==, Wy=r—.
0 37 1 37 2 3
Die resultierende Integrationsformel
1 a+b
I = 20— o)1) + 4/ (52 + 1)
ist die Simpson—Regel mit dem Fehler
(b—a) (4
I—1I,= )

d.h. kubische Funktionen werden exakt integriert. Der Beweis erfolgt analog zur Mittelpunktformel

(vgl. Ubungsaufgabe 2.1)

b
+0b 1
[ e = b= af(5) + g 0 - o)
2 24
mittels Taylorentwicklung um “T"'b und Anwendung des Mittelwertsatzes.
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Als notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz der bisherigen numerischen Integrationsformeln ist
[b—al <1

vorauszusetzen. Der allgemeine Fall kann durch zusammengesetzte Integrationsformeln

b

I= /f(:c)das = ;M/ f(x)dx

mit Stiitzstellen b
xk:a—l—kz;a firk=0,...,n
n

und numerischer Integration der verbleibenden Integrale behandelt werden. Mit der Simpson—Regel
folgt zum Beispiel

I, = Z %(xk — Tp_1) {f(l'kfl) + 4f(xk%+xk + f(xk)]
k=1
= 22O ) + 4R 4 ().
k=0

Fiir eine Fehleranalysis von zusammengesetzten Integrationsformeln siehe Ubungsaufgabe 2.2.

Bei den bisherigen Betrachtungen wurden die Integrationspunkte x; als gegeben vorausgesetzt.
Allgemein enthélt die Integrationsformel

I, = Z wi f(w;)
i=0

2(n+1) frei withlbare Parameter (w;, x;). Diese kénnen aus der Forderung der exakten Integration

von Polynomen f(x) = z® fiir « =0,...,2n + 1 gewonnen werden,
b n
/z”‘daz = szzf‘
v i=0
Beispiel 2.3 Fiir n = 2 und das Integrationsintervall [a,b] = [0,1] ergibt sich das nichtlineare
Gleichungssystem

b
1
/z‘ldz ~arl szxf‘ fira=20,...,5.

Aus Symmetriegrinden ist

und

zu wihlen. Aus der Gleichung fir a =0 ,
w1 + wo + w3 = 1,

folgt dann
w1 = 1—2w.

Man prift leicht nach, daff dann auch die Gleichung fir o =1 erfillt ist,

1 1 1
5 = Wi + wore + w3rs = wt + (1 —2w)§ +w(l-1t)= >
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Fiir a = 2 bzw. fiir « = 3 ergibt sich
L [21&2 2 + 1}
12" 2’
wdhrend fir o = 4 bzw. fir a« =5
11 {

w 2t474t3+6t274t+5

0
folgt. Gleichsetzen liefert
40t — 80t° + 54t — 14t +1=10

mait den Losungen

1 V15
t1/2=§iwa l3/a = -
Fir
1 V15
t=—-——— folgt w:i
2 10 18
und somit lauten die Stiitzstellen
1 V15 1 _ 1, VIS
T T0 Ty T
und die zugehorigen Integrationsgewichte
5 8 5
Wo =g, W1=—o, W2

18’ T
Es stellt sich die Frage, wie dieser Zugang und insbesondere die Losung des nichtlinearen Glei-

chungssystems verallgemeinert werden kann.
Zur Berechnung des Integrals

I:/f(:c)dx

a

wird eine numerische Integrationsfomel

I, = Zwif(zi)
i=0

betrachtet, welche Polynome f,,,(x) von méglichst maximalen Polynomgrad m > n exakt integriert.
Allgemein bezeichnet

fu(z) = Zf(xi)Li(x)

das Interpolationspolynom mit Lagrange-Funktionen L;(x). Fiir f,,, € II,,, gilt dann

fn(@) = @) Li(x) + [ [ (= = 20) g ()
=0 =0
frn€lly Prt1€llnt1 €l (nt1)

sowie
Fu(@s) = fulw) firi=0,...,n.
Einsetzen in die Integrationsformel ergibt

b b

/fm(fl@)dﬂC = /fn(ﬂ@)dﬂ?‘f'/bgm(n+1)(95)l?n+1(m)dﬂC Zifm(xi)/bh(x)d%

o a =0
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falls
b
/%Hmmmmﬂmw:w

erfiillt ist. Mit
m—(n+1)

Im-man(@) = D a;p;(x)

Jj=0

mit noch zu bestimmenden linear unabhéingigen Polynomen p; (x) folgt dies aus der Orthogonalitét

b
/pj(z)pn+1(:c)dx =0 firj=0,...,n.

Wegen j =0,...,m — (n+ 1) ist dies gleichbedeutend mit
m<2n+1,

d.h. Polynome maximalen Grades 2n + 1 werden exakt integriert.
Benotigt wird also eine Folge von zueinander orthogonalen Polynomen {Pk}ZIé mit

b

/pk(x)pg(x)dx =0 firk#¢.

a

Die Stiitzstellen der numerischen Integrationsformel ergeben sich dann aus den Nullstellen von

Prt1(z).
Ausgehend von der Basis {z*}}%) der Monome 2* kann durch Anwendung des Orthogonalisie-

rungsverfahrens nach Gram—Schmidt ein System orthogonaler Polynome konstruiert werden.

Beispiel 2.4 Firn =2 und [a,b] = [0, 1] ist zundchst

Mit dem Ansatz

und der Bedingung

ergibt sich

1
pi(z) =z — 7
Friir
pa(x) = 2* — a1pi(x) — opo(x)
st analog
1 1 .
0 = /pg(x)po(z)dz = /[z2 — agldx = 3~ ao;
0 0
1 1
0 = [mp@d= [ [ —a@-D]@- D= = o
= po(z)p1(z)de = [ |2° — as(x T —g)de = 75 —aigg
0 0
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und somit

Entsprechend folgt

Zu bestimmen sind die Nullstellen von ps(xz) durch Lisen der kubischen Gleichung
202° — 302 + 122 — 1 =0

mait den Losungen

Fiir die Integrationsgewichte ist zundchst

1

T —T] T — X2 5
wo = ——~dr = —
o — T1 Lo — T2 18

0
. , 4 5 .
und die Werte fir wy = 9 und wg = 13 ergeben sich analog.

Allgemein sind die beziiglich des Intervalles [—1, +1] orthogonalen Polynome durch die Legendre—
Polynome
1 dF

Pi(@) = 50 GoF

(22 =1k firk=0,1,2,...

gegeben:
1 1
Py(x)=1, Pi(z)==z, Pz)= 5(3x2 -1), Ps(x)= 5(5903 — 3x).

1.6
1.4+

1.2+

0.8
0.6 1
0.4

-0.44
-0.61
-0.81

—19
-1.24
-1.44
-1.64

Abbildung 2.1: Legendre-Polynome Py (z) = 2* fiir k =0,1,2,3.
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Fiir die Legendre—Polynome gilt die Orthogonalitét

2 {1 fiir k = £,

1

Pu(2)P(z)dz = :
/’“(z) d@dr =579 o fiir k £ .
-1

Andererseits geniigen die Legendre—Polynome der Rekursion

PO(Z') = )
Pi(z) = «x,
(k+1)Pryi(x) = (2k+ 1DaxPy(z) — kPr—1(x) firk=1,2,....

Mit den Nullstellen zj des Legendre-Polynoms P, 1(x) als Stiitzstellen ergeben sich somit die
Gauss—Legendre—Integrationsformeln

1

/f(:c)das = ;wi‘f(xi)+ %/ [ﬁ)(xzi)kdﬂc

21 S 1=

mit den Integrationsgewichten

2(1 — a?)

%

wj _/1Li(:c)dx = CESVNENE firi=0,...,n.

Abschlieflend sollen geeignete numerische Integrationsformeln fiir gewichtete Integrale der Form

1
I = / 7f($) dx
V1—ax2
-1
betrachtet werden. Polynome f,, € II,,, mit m > n erlauben die Darstellung

n n

fu(@) = fn(@i)Li(2) + [ [(@ = @) gm—(n11)(2)-

i=0 i=0
Einsetzen in die Integrationsformel ergibt

b

[ e [ Bl gy, [,
1— 22 1

a

falls
Im—(n+1) ('T)pn-i-l (w)

Vv1— 22

erfiillt ist. Diese Orthogonalitét ist aber gerade fiir die Tschebyscheff-Polynome T} () erfiillt (siche
Ubungsaufgabe 1.4.),

dr =0

a

1

Ti(z)Te(x) ~
/ﬁdm =0 firk# L.

—1
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Werden als Stiitzstellen z; = J’UE”H) der numerischen Integrationsformel die Nullstellen des Tscheby-

scheff-Polynoms T}, 41 (z) gewéhlt, so ist die Integrationsformel

1

- (n Li(z)
= S da(d). = [ g

i=0

exakt fiir alle Polynome f,, vom Polynomgrad m < 2n+ 1. Diese Eigenschaft ist wesentlich fiir die
Berechnung der Koeffizienten aj, bei der Interpolation mit Tschebyscheff-Polynomen (vergleiche
Abschnitt 1.1.4).
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Lineare GGleichungssysteme

Zu bestimmen ist der Losungsvektor z € IR™ des linearen Gleichungssystems
Az = f

mit einer reguldren, d.h. invertierbaren, Matrix A € IR™*". Die Dimension n widerspiegelt in
der Regel einen bei der Approximation auftretenden Diskretisierungsparameter, so dafl der Fall
n — oo von Interesse ist.

Die Losungsverfahren kénnen in zwei Klassen eingeteilt werden. Die direkten Verfahren wie zum
Beispiel das Gaufy’sche Eliminationsverfahren oder die LU-Zerlegung liefern bis auf Rundungsfeh-
ler die exakte Losung des linearen Gleichungssystems. Der Aufwand hierfiir betréigt im allgemeinen
jedoch O(n?) wesentliche Operationen: eine Verdoppelung der Freiheitsgrade verachtfacht die not-
wendige Rechenzeit zur Losung.

In vielen Anwendungen resultiert das lineare Gleichungssystem aus einer Approximationsmethode
zur ndherungsweisen Losung eines mathematischen Modells. Der Losungsvektor beschreibt also ei-
ne bereits fehlerbehaftete Niherungslosung. Damit ist es in der Regel ausreichend, auch die Losung
des linearen Gleichungssystems mittels eines Iterationsverfahren mit einer hinreichenden Ge-
nauigkeit zu berechnen. Zu den klassischen Iterationsverfahren gehéren das Einschrittverfah-
ren (Jacobi) und das Gesamtschrittverfahren (Gauss—Seidel) sowie die daraus resultieren-
den Relaxationsverfahren. Fiir den Fall einer symmetrischen und positiv definiten Systemmatrix
A soll hier das Verfahren konjugierter Gradienten behandelt werden, wihrend fiir den all-
gemeinen Fall einer reguldren Matrix A das Verfahren des verallgemeinerten minimalen
Residuums (GMRES) betrachtet wird.

Fiir weiterfithrende Betrachtungen zu effizienten Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
sei hier auf entsprechende weiterfithrende Vorlesungen bzw. Literatur verwiesen, siehe zum Beispiel
[4, 9, 14].

3.1 Das Verfahren konjugierter Gradienten

Sei zunichst A = AT > 0 symmetrisch und positiv definit. Ein System von linear unabhéingigen
Vektoren {Qk}z;é heift A—orthogonal oder konjugiert, falls

(Agk,gé):() firk,=0,...,n—1lund k # /¢

sowie
(Ap*,p*) >0 firk=0,...,n—1

erfiillt ist. Die letzte Forderung folgt dabei unmittelbar aus der positiven Definitheit von A.
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Fiir ein zunichst beliebig gegebenes System linear unabhiingiger Vektoren {w*}7~, kann mittels
des Gram—Schmidtschen—Orthogonalisierungsverfahrens ein System orthogonaler Vekto-
ren {Bk}z;é konstruiert werden:

Setze
QO = 0
Fir £ =0,...,n — 2 berechne
k k+1 0
Aw )
k+1 k41 ¢ (Aw™",p
p =w - Breps Bre=—FF—"
P > Beep A7)

£=0

Algorithmus 3.1: Konstruktion A-orthogonaler Vektoren.

Einsetzen des Losungsansatzes
n—1
z=2"-> ap’
£=0

in das lineare Gleichungssystem Az = f ergibt

n—1

Az = Az — Zongge =f.
£=0

Das Bilden des Euklidischen Skalarproduktes mit Qk liefert wegen der A-Orthogonalitat des Vek-
torsystems {Bk}z;ol

n—1
(Az°,p") =D ar (Ap',p") = (£.0")
=

—
—0fir 6 £k
und somit 4 o k)
i A’fvp
ap = == firk=0,...,n.
(Ap*, p*)

Fiir die Naherungslésung

k k—1
b =2 =Y Cap’ =2" = ap’ — anp® = 2" — apph
=0 =0

ist das zugehorige Residuum gegeben durch

k
fk+1:Agk—’_l_i:AEO_ZO%AB@_i:Aﬁk_i_akA_k:fk_akABk

£=0
und wegen
(ABE,Bk) =0 firk#/¢
folgt
k-1
(Az® — f,p¥) = (Az” = o dp’ — f.p¥) = (%, ph)
£=0
und somit
(r*, p")
ap = ——————.
(Ap*,p¥)
Damit ergibt sich fiir £ = 0,...,n — 2 die Iterationsvorschrift
r* pF
2 = gk ak}_ﬁ Pl =k akAZ_?k7 ap = (", p 2
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Nach Konstruktion gilt

(Ek-i-l’gk) = (rF - akAQk’Qk) —0
fir alle K =0,...,n — 2 und somit fiir ¥ = 1 die Induktionsvoraussetzung

(", p") = (' p°) =0 fir €=0,....k—1.

Durch vollsténdige Induktion folgt, daf§ dann auch

(" ph) =0 firallel=0,...,k
fur alle k = 2,...,n — 1 gilt. Zunéchst ist

(rh 1, Qk) —0

und fiir ¢ < k folgt aus der Induktionsvoraussetzung und der A-Orthogonalitit

([kJrl,pe) _ (Zk . akABk,Bl) _ (Zkvz_jl) — ogk(ABk,Bl) = 0.

Insgesamt gilt also
(" p') =0 fir€=0,...,kundk=0,...,n— 2.

Aus der Konstruktion der Suchrichtungen,
-1 -1
pr=w- Zﬁe—m}_ﬂ bzw. w'=p’+ Zﬁe—ulj’,
Jj=0 j=0
folgt weiterhin

—1
(" w’) = )+ Bea @) = 0 fir0=0,.. k.

j=0
Damit ist das Residuum r#*! orthogonal zu allen Basisvektoren w’, ¢ = 0, ..., k. Das Vektorsystem
{’LUO ,wl wk Tk-i—l}

ist also linear unabhingig, so dafl die neue Suchrichtung als

whtt = Pl baw. Qezze fird=0,...,n—1

gewihlt werden kann. Damit folgt

(r*H pf) = F Ly =0 fir=0,...,kundk=0,...,n — 2.

Fiir das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt ergibt sich dann
k
P =w’ =" P =rk N g firk=0,...,n-2
£=0

mit k+1 ¢ k+1 Vi
Bp = (Aw" 1t pt) _ (r 1, Ap®)
(Apt, p*) (Apt, p*)

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei ay # 0. Andernfalls wiirde aus der Rekursion

P =l o, Apt
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und der Orthogonalitét
() =0

die Gleichheit
0= (""" r") =51

folgen und somit die Forderung ¢ = 0 nach sich ziehen, d.h. 2* = z ist die exakte Losung des
linearen Gleichungssystems Az = f.

Aus
rtt =t — a,Ap*
folgt dann
1
Apl _ _[Zé _ ZlJrl]
p o
und somit ergibt sich fiir den Z&hler von Sy
1
(rFH Aph) = — (@R et — Y =0 fir £=0,... k-1
p o

und daher
Bre=0 fir £=0,...,k—1.

Weiterhin ist

1
(" Aph) = — (M MY fiie 0=k
1% a
Damit ergibt sich
k+1 _ Ik+1 o 61@2
mit
ﬁ (fk+1;A£k) 1 (IkJrl,szrl)
=07 = ——
(Apk, p*) ai  (Apk,pF)
Aus
=k ozkA]_)k
folgt
apApt = rk — pktl
und somit

Damit ist schliefllich

bzw.

Die resultierende Methode ist das Verfahren konjugierter Gradienten (CG), welches auf
Hestenes und Stiefel [6] zuriickgeht.
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Fiir eine beliebig gegebene Startniherung 2° € R™ sei r = Az? — f.
Setze p° := r® und berechne g = (r°,7°). Stoppe, falls gy < €2 mit
einer ;orgegebenen Fehlergenauigkeit € erreicht ist.

Berechne fir k=0,1,...,n—2:

st = ApF, op = (s5,pb), ap = &
ZF L= gF — oy ph Tk
PR = ok st

Okt1 1= (£k+l,zk+l)

Stoppe, falls g1 < €209 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

Ok+1
PP =R Bt By = —g:

Algorithmus 3.2: Iterationsvorschrift des konjugierten Gradientenverfahrens.

Aus den Induktionsvoraussetzungen

0 e span{zo}, QO =rl¢ span{zo}

folgt wegen

41 4 4 /41 41 4
e =t — o Apt, P = 4 Byp

durch vollstéandige Induktion nach £ =0,..., k-1
1_7k € span{fo, Ao Akfo} =: Sk(A,EO).

Hierbei bezeichnet Si(A,r°) den k—ten Krylov—Raum der Matrix A zum Anfangsresiduum r°.

Nach Konstruktion ist durch
Siu(A,r°) = span{p’,p', ..., p"}
eine A-orthogonale Basis von Sy, (4,1°) gegeben.

Satz 3.1 Fiir eine symmetrische und positiv definite Matriz A = AT > 0 konvergiert das konju-
gierte Gradientenverfahren mit der Konvergenzabschdtzung

2qk
lz* —zl[a < WHQOHA

mat
_ V@l 1y, = Amax(4)
q= ko (A) 1 2(A) = [|A]l2lIA7 |2 = SN

Die Konvergenzgeschwindigkeit des konjugierten Gradientenverfahrens wird mafigeblich durch die
extremalen Eigenwerte der Matrix A bestimmt. Aus der Charakterisierung der extremalen Eigen-
werte mittels des Rayleigh—Quotienten,

mm(

A
<  max (Az,2)

A
Amin(A4) = min 7( z,2) <
0£zeR" (Z,x)

0£zER" (Z,)

- )\maX(A)a

folgt
Amin(A4) (z,2) < (Az,z) < Amax(A) (z,2) fir allez € R"™.

Aus den Spektraliquivalenzungleichungen

e (z,2) < (Az,z) < & (z,z) fir allez € R"
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folgt deshalb fiir die Abschétzung der spektralen Konditionszahl

A

Ka(A) = i\‘md;(A) < %_
min (4) &1

Abhingig von der jeweiligen Anwendung strebt ko(A) — oo fiir n — oo. Ziel ist deshalb die
Herleitung eines Verfahrens, welches eine beschrinkte Anzahl notwendiger Iterationsschritte zum
Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ unabhéngig von der Dimension n gewéhr-
leistet.
Eine symmetrische und positiv definite Matrix B € IR™*" gestattet die Faktorisierung

B = Vdiag(A\(B)V'"

mir der durch die orthonormalen Eigenvektoren von B gebildeten orthonormalen Matrix V. Die
Positivitit der Eigenwerte A;(B) ermoglicht die Definition der symmetrischen und positiv definiten
Matrix

BY? = Vdiag(y/A\(B)V"

mit BY/2B'Y/? = B und der inversen Matrix B~1/2 = (31/2)_1.
Anstelle des linearen Gleichungssystems Ax = f wird jetzt das transformierte System

B*l/QABfl/QBl/QE — B*l/?f

bzw. /Ti:fmit
g:B—1/2AB—1/2, 7= Bl/Qg, J?: B—1/2f

betrachtet. Fiir die symmetrisch und positiv definite Matrix A kann nun das in Algorithmus 3.2
angegebene konjugierte Gradientenverfahren angewendet werden. Dessen Konvergenzgeschwindig-

keit ergibt sich aus der Abschiitzung der spektralen Konditionszahl ko(A), welche unmittelbar aus
den Spektraldquivalenzungleichungen

o (L,%) < (ALZ) < ¢f (§,%) fir alleZ € R"

folgt. Einsetzen der Transformationen ergibt die dazu dquivalenten Spektraldquivalenzungleichun-
gen N _
0‘14 (Bz,z) < (Az,z) < e (Bz,z) firallex € R".

Fiir die Losung des linearen Gleichungssystems Zi = zmit der symmetrisch und positiv definiten
Matrix A kann die in Algorithmus 3.2 angegebene Iterationsvorschrift angewendet werden. Mit
den zugehorigen Transformationen ergibt sich fiir die Naherungslosung ik sowie fiir das zugehorige
Residuum Zk

ik — Bl/2£k’ Ek — Avik_z: 371/2(A£k_i) — B*l/QEk_

Aus dem Ansatz
@,

(Ap",5")

IS

n—1
EZEO—E apt, Qg =
=0

fiir die Losung z des transformierten linearen Gleichungssystems Az = ffolgt durch Multiplikation
mit B~1/2

n—1 n—1
v=a = BT = a0 =Y an
=0 £=0
mit p¢ = B~1/2p" bzw. @% = B/?p*. Weiter ist

o = (&) = (B, rF)
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sowie
~ Tk ~k
ok = (Ap",p") = (4p".p").
Fiir die Konstruktion der transformierten Suchrichtungen 'ék i ergibt sich schliellich

ﬁk+1 — EkJrl “l‘ﬁkﬁk

bzw. durch Multiplikation mit B~1/2

Pt = B 4 Gt

Die resultierende Iterationsvorschrift des vorkonditionierten konjugierten Gradientenverfahrens ist
in Algorithmus 3.3 angegeben.

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung 2° € R™ sei r® = Az® — [
Berechne v° = B71r9, p¥ := 0%, oo = (1%, 1"). Stoppe, falls gy < £ mit

einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit € erreicht ist.
Berechne fiir k=0,1,...,n—2:
Ok
sk =ApF, op = (s*,p"), a ==
Ok

abth =gk — agph
=k —ags®
yk-i-l — B_1[k+1

Op+1 1= (VP Pkt

Stoppe, falls g1 < €209 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

Ok+1
= Bt Bi=

Algorithmus 3.3: Konjugiertes Gradientenverfahrens mit Vorkonditionierung.

Neben einer Matrix—Vektor—Multiplikation mit A ist in Algorithmus 3.3 pro Iterationsschritt je-
weils eine Anwendung der Vorkonditionierung v = B~!r zu realisieren. Damit muf die Matrix B
neben den entsprechenden Spektraliquivalenzungleichungen auch eine effiziente Anwen-
dung von B~! ermdglichen. Sind beide Bedingungen efiillt, so wird B als Vorkonditionierung
zu A bezeichnet. Diese ist in der Regel problemabhingig zu konstruieren und stellt in vielen
Anwendungen eine Herausforderung dar.

3.2 Verfahren des minimalen Residuums

Betrachtet wird jetzt das lineare Gleichungsystem Az = f mit einer invertierbaren Matrix A, d.h.
es wird weder die Symmetrie noch die positive Definitheit der Systemmatrix A vorausgesetzt. Wie
beim CG-Verfahren wird fiir eine Anfangsniherung z° das zugehérige Residuum 70 = Az° — f
und der dadurch induzierte Krylov—Raum B

Sk(A,r°%) = span {r°, Ar°, ... AF0}
eingefiihrt. Fiir diesen soll eine Basis {v*}}~ orthonormaler Vektoren mit
(0", ") = One

konstruiert werden. Die Anwendung des Gram—Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrens fithrt bei
geeigneter Wahl der Ausgangsvektoren auf die Methode von Arnoldi:
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Sei mit z° € IR™ eine beliebige Startniherung gegeben.
Berechne r¥ := Az° — f und setze

0
0 r

R
Berechne fiir k=0,1,...,n—2:

k
T = Avk — 3 Bt
=0

mit

Bre = (AvF, ).
Abbruch fiir [|5¥ |2 = 0, setze andernfalls
Ak+1
v

k1 _ .
- 1212

Algorithmus 3.4: Methode von Arnoldi.

Der Ansatz der Ndaherungslosung

k
L g0 }:awe

z
£=0
ergibt fiir das zugehorige Residuum
k
= A f =0 =Y e, r = A’ -
£=0
Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeffizienten oy durch Minimierung des Residuums r**' in

der Euklidischen Vektornorm,

k

1P o = 2% = >~ arAv'||s — , in
—o 0500k

Fiir eine alternative Darstellung des Residuenvektors r*+1 folgt aus der Methode von Arnoldi
zunéchst

¢ ¢ 441
Avt = " 4 Zﬂe,gﬂj = [l " + Zﬂe,gﬂj = Zﬂe,gﬂ]
J=0 3=0 3=0
mit _
(Ayl’yj) fﬁI’jZO,...,f,
Bej =
! s fir j =0+ 1.
Dann ist
k k (41
=0 = A = =Y Y B’ = 10 = Vi Hya
£=0 =0  j=0
mit der durch die orthonormalen Vektoren v’/ gebildeten Matrix
Vi1 = (20,21,--~,Qk+1) € R™(++2)
und mit der durch
, Be.j fir j <0+1,
Hk [jvg] = .
0 fiirj>¢+1

definierten oberen Hessenberg—Matrix H, € IR(+2)*(k+1) Nach Konstruktion folgt weiterhin

r’ = |22 = [|2°l2 Vis1€®
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mit dem ersten Einheitsvektor ¢® = (1,0,...,0)" € IR**2, Mit der Invarianz der Euklidischen
Vektornorm beziiglich orthonormalen Matrizen ergibt sich

25 2 = 1I2” = Vipr Hrallz = Vi1 (I2°]|2¢” — Hia) ll2 = [[|z°]l2€° — Hyallo-

Wegen H;, € RFEHDxEHD ynd o € RFF! sowie ¢ € IRFT? entspricht die Forderung
Hia = [|r9)|2€° einem iiberbestimmten linearen Gleichungssystem mit k + 2 Gleichungen fiir k + 1
Unbekannte. Zu bestimmen bleibt jener Losungsvektor o € IRFt1, der das verbleibende Residuum
minimiert.

Sei Qi € RF+2)x(k+2) gine orthonormale Matrix mit Q] Qx = Ix42, so daB Qi Hj, € R(F+2)x(k+1)
obere Dreiecksgestalt besitzt. Dann gilt

15 e = [ 1202€” = Hialls = || I2°]2Qre® — QrHral2
= | I2°12Qxe” — Riell2 = IIr°ll2 (Qre®)rt1l,

falls
(Rra)e = [|1°2 (Qke®)e fiir £=0,...,k

erfiillt ist.
Zu bestimmen bleibt eine orthonormale Matrix Qj, € IR* T2 *( +2) welche die obere Hessenberg—

Matrix
Boo Pro - PBro
Bo,1 B :

e RU+2)x (k+1)

0 " Bk
B k+1

in eine obere Dreiecks—Matrix

70,0 70,1 ... Tok

0 7’111 .
Ry = Qka _ 0 0 c ]R(k+2)><(k+1)

Tk,k

transformiert. Ausgehend von dem Spaltenvektor
j T
B = (B0, 81555 Bij+1,0,...,0) € RM?
ist zunéchst jene orthonormale Matrix G; gesucht, so daf
4 ~ T
G]ﬁj = (ﬂj,()v"'aﬂj,jflvﬂj,jvoaov"'vo) .
Offenbar ist die Betrachtung einer orthonormalen Transformationsmatrix G i € IR?*? mit
G 3d — 3J
! ( Bjj+1 0

mit der allgemeinen Darstellung
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ausreichend. Die Koeffizienten a; und b; ergeben sich aus der Forderung
—b;iBjj +a;Bj+1 = 0.
Unter Beachtung der Normierung a? + b? = 1 folgt daraus

Bii Bi,j+1

a’j:— b:

; 5 —
VB T8 i VB T8 i
Big = a;B;+b;Bj 11 = \/B7; + 55,41 > 0,

wenn [3; ;41 > 0 vorausgesetzt wird. Fiir j = 0, ...,k sind die resultierenden Transformationsma-
trizen die Givens—Rotationen

und daher

1
1
Q. — aj by c RK*+2)x (k+2)
! —b; a;
1
1
Deren rekursive Anwendung liefert mit
Boo Bio .- Bro
Bo1 P11 - Bra
GrGro1...GoG1GoHy = GrGr_1...G2G1Go| 0 Bia :
0 o Bk
B, k+1
Eo,o El,o Ek:,o
0 fia - Bra
= GrGi-1...G2Gy B2 :
Bk
B, k+1
Bo,o El,o [Ek,o
0 fia o Bra
= Gka_l...Gg 0 ' :
Bk
B k+1
Bo,o El,o [Ek,o
0 Bia - Bra
= 0o . : = Ry
Bk

0
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die gewiinschte obere Dreiecksmatrix, deren Invertierbarkeit aus der Positivitidt der Diagonalein-
trége (;; folgt. Beim Ubergang von Hj, zu Hjyi, d.h. bei Hinzunahme eines weiteren Spalten-

vektors h*™' bzw. einer weiteren Suchrichtung v**2, und vor der Anwendung der zugehorigen
orthonormalen Matrix Gg41 sind alle vorherigen Transformationen Gy, ..., Gy auf ﬁkﬂ anzu-
wenden.

Nach Konstruktion ist

Qr = GiGi_1...G1Gy € RFH2)x(k+2)

orthonormal und zu untersuchen bleibt die Auswertung von

1 ag ag
0 7b0 al(—bo)
o 0 (=bo)(—b1)

QkQ = Gg...Gy : = Gi...G4 : = Gi...Gy .

0 0 0

0 0 0

ao
a1(—bo)

(—bo)(—b1)

= € RF2,

ax(—bo) - (~bx_1)
(=bo) - - (—br)

Wiihrend die ersten k& + 1 Komponenten von Qe® die rechte Seite des linearen Gleichungssystems
zur Bestimmung des Koeffizientenvektors a € IR**1 bilden, beschreibt die letzte Komponente das
verbleibende Residuum

k
okt = 1”12 (Qke®) ksl = €%l T bs-
=0

Wegen
o _ B P

VB + B I+ (Awi, )2

folgt fiir (Av?,v7) # 0 wegen 3; < 1 ein monotones Abklingverhalten des Fehlers. Insbesondere
fiir die Abbruch-Situation der Methode von Arnoldi, ||5¥||2 = 0, folgt by = 0 und somit

ors1 = "2 =0

)

d.h. zFt1 = gz ist die exakte Losung des linearen Gleichungssystems Az = f.

Das resultierende Iterationsverfahren ist das in Algorithmus 3.5 angegebene verallgemeinerte
Verfahren des minimalen Residuums (GMRES) [12].
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Fiir eine beliebig gegebene Startniherung z° € IR™ sei r® = Az — [
Berechne gg = [|r°||2. Stoppe, falls gg < € mit einer vorgegebenen

Fehlergenauigkeit ¢ erreicht ist. Setze andernfalls 0 = Q—EO, Po = 00-
0

Berechne fir k=0,1,...,n—2:

wk — Ayk
k
~k+1 k0 ~k+1
T = - Zﬁkéﬂé; Bre = (w", 1), Brkr1 = [[07H |2
£=0
Falls Brr+1 = 0, stoppe und berechne Niherungslosung z*+1.
1
yk‘H _ Qk—kl
Brk+1

Berechne fir { =0,...,k—1:
Bre = aefBre + beBrea

Bres1 = —beBre + aeBreia

3 -
ak = %, b = %, Bk = \/ B + Brria
v Bk + Bk v Bk + Bk

Pe+1 = —bkPk, Pk = akPk, Ok+1 = |P+1]
Stoppe, falls pr+1 < €0o mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit e
erreicht ist und berechne die Ndherungslosung:

Berechne fir { =k, k—1,...,0:

k
1

= o |pe— Bejj
Bee Z 7

j=t+1

k
"t =20 = " ap!
£=0

Algorithmus 3.5: Iterationsvorschrift GMRES Verfahren.




Kapitel 4

Nichtlineare Gleichungen

Fiir die ndherungsweise Bestimmung von Nullstellen einer gegebenen Funktion f : [a,b] — IR,
d.h. zur ndherungsweisen Losung der Gleichung

werden in diesem Kapitel Iterationsverfahren betrachtet, welche eine Folge von Naherungslésun-
gen {xk}keﬂv mit
lim z, =z, f(@) =0

k—o0

erzeugen. Die Folge {x}ren konvergiert gegen den Grenzwert Z mit der Ordnung p > 1, falls
|zkt1 — 2| < elzp — TP fiir alle k > ko

mit einem gewissen ky € IV und einer positiven Konstanten ¢ € IR gilt. Fiir p = 1 mufl ¢ < 1
vorausgesetzt werden. Das Konvergenzverhalten ist im allgemeinen abhéngig von der Wahl der
Anfangsnéherung zo. Muf} ¢ in einer geeigneten Umgebung von T vorausgesetzt werden, so spricht
man von lokaler Konvergenz. Gilt die Konvergenz fiir eine beliebige Startndherung zg € [a, ],
so folgt globale Konvergenz.

4.1 Bisektionsverfahren
Sei f: [a,b] — IR eine stetige Funktion und es gelte

f(a) f(b) < 0.

Daraus folgt die Existenz wenigstens einer Nullstelle Z € (a,b) mit f(Z) = 0. In Verbindung
mit einer rekursiven Unterteilung des Intervalles [a, b] kann daraus das Bisektionsverfahren zur
niherungsweisen Bestimmung der Nullstelle Z € (a,b) abgeleitet werden, siehe Algorithmus 4.1.

Setze
ap = a, by = bmit f(ag)f(bo) < 0.
Definiere fiir k =0,1,2,...
T = %(ak + br.)
und setze
a1 = g, bpy1 =z falls f(wx) f(ax) <0,
A1 = Tk, b1 = by falls f(zx) f(ar) > 0.

Algorithmus 4.1: Bisektionsverfahren.
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Im Fall f(xy) = 0 ist ; = T die exakte Nullstelle. Nach Konstruktion gilt fiir die Nullstelle
Z € (ag, bg). Fir die Ndherungslosung xy, = ay (bzw. z = by) ist also

|:Ck7f| < |bk—ak|.
Die rekursive Bisektion des Intervalles [a, b] liefert andererseits
|bk7ak| =27k |b*0,|7

so daB} insgesamt die Fehlerabschitzung
_ 1
o~ < o bl

folgt. Damit ergibt sich die Konvergenz fiir jede beliebige Startndherung, d.h. es gilt globale
Konvergenz.

Beispiel 4.1 Zur Bestimmung der Nullstelle T = 2 von f(x) = 2% — 4 im Intervall [a,b] = [1,4]
wird das in Algorithmus 5.1 angegebene Bisektionsverfahren angewendet:

kE oar by wp flax) for)  flxx) |z — Z|
0 1 4 2.5 -3 12 2.25 0.5

1 1 2.5 1.75 -3 2.25 —0.9375 0.25

2 1.75 2.5 2.125 -0.9375 2.25 0.515625 0.125

Die Nachteile des Bisektionsverfahrens sind ein langsames Konvergenzverhalten und einer unter
Umsténden nicht monotone Fehlerreduktion, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 4.2 Zur Bestimmung der Nullstelle & ~ 0.9062 von
fz) = %((S?,x4 — 702® + 15)

im Intervall [a,b] = [0.8,1] ergibt sich

koag b oxe o flag)  f(0x) flon)  |ze — T

0 08 1 09 -0399 1 —0.04 0.0062

1 09 1 09 —-004 1 0.3727 0.038
und somit

|z1 — & > |xo — T
4.2 Methode der sukzessiven Approximation
Fiir die Herleitung eines allgemeinen Iterationsverfahrens zur Losung der nichtlinearen Gleichung
f(x) =0 in[a,b)
werde eine dazu dquivalente Fixpunktgleichung
z=>®(z) inla,b]

betrachtet. Daraus ergibt sich, ausgehend von einer Startndherung x € [a, b], die Methode der
sukzessiven Approximation,

g1 = P(ay) firk=0,1,2,....

Zu untersuchen bleibt die Konstruktion von ®(x), der Nachweis der Konvergenz der Nihe-
rungslosungen z und die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit.
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Beispiel 4.3 Zur Lisung der Gleichung f(x) = 2% — 4 = 0 werden zundchst die folgenden Aqui-
valenzumformungen betrachtet:

1 4
22—4=0 & =4 o 2u’=1’+4 & ng(qu—).
T

Daraus ergibt sich, ausgehend von einer Anfangsniherung xo € |a,b], die Iterationsvorschrift des
Babylonischen Wurzelziehens,

1 4
Tht1 = —(zk+—) firk=,1,2,....
2 T

Fiir die Anfangsniherung xo = 4 folgt:

k Tk |.Tk — .i'|
0 4 2

1 2.5 0.5

2 2.05 0.05

3 2.00061 0.00061

2

Fiir a > 1 wird nun fiir die Losung der Gleichung f(z) = 2* — a = 0 die Iterationsvorschrift

1
Tkl = —(xk—i—i) = O(x) firk=0,1,2,..., z9 = a,
2 Tl

betrachtet.

Lemma 4.1 Es gilt
x% > ziJrl > a

sowie

Y]

1.

Tk 2 Thk41

Beweis: Aus (o — 3)? > 0 folgt 2a3 < o? + 32 und somit

af < i(a—i—ﬁ)Q.

Fiir @ = 2, und 8 = a/xy gilt also

1 < a<1( +a)2 9
a =xy— < —|zp+—) =2
>~ k:L'k_4 k Tr k+1

und somit x%H > a bzw. x4 > 1 fiir alle k € INy. Insbesondere gilt also auch xi > a. Dann folgt

2

1<z 71 @ <1 Tk _
< k+1—2$k+$k _2$k+xk = T .

Folgerung 4.1 Die Folge {xk}remw von Néiherungslosungen ist monoton fallend und nach un-
ten beschrankt. Daraus folgt die Konvergenz der Ndiherungslosungen xj gegen die Lésung T der
Fizpunktgleichung T = ®(Z).

Zur Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit wird zunéchst die Differenz der Rekursionsvor-

schrift
1

o) = 5 (v + )
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fiir zwei Argumente x,y > a abgeschétzt:

1 a 1 a 1 1
oot = [yo+2) o+ D)= e weall D)
[®(z) — (y)] ’2 vt) gty s [rmvtaly 5
— 1
e ey,
Fiir = 241 = ®(2x) und y = 7 = ®(7) folgt mit a = 22
1 11
s — 2| = |B(an) — B(@)| < 5‘1%@ o = 7] = 5 —loe — 7P

und wegen z; > 1 ergibt sich die quadratische Konvergenzabschétzung

1
|1 — 2| < 5 e — 22
2

4.3 Banachscher Fixpunktsatz

Die Vorgehensweise des Babylonischen Wurzelziehens zur Lésung der Gleichung f(z) = 22 —a =0
soll nun zur Losung allgemeiner nichtlinearen Gleichungen

f(x) =0 in[a,b)
bzw. der dazu dquivalenten Fixpunktgleichungen
x=®(z) inla,bd)
iibertragen werden. Wie oben wird die Methode der sukzessiven Approximation
Tpe1 = Pay) firk=0,1,2,...

betrachtet. Die Funktion ® erfiillt in D = [a, ] eine Lipschitz—Bedingung mit einer positiven
Lipschitz—Konstanten cy,, falls

[@(z) — (y)| < clz—yl
fiir alle z,y € D = [a, b] erfiillt ist. Gilt ¢, = ¢ < 1, dann heifit ® Kontraktion auf D = [a, b].

Satz 4.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei D = [a,b] abgeschlossen und ® : D — D eine
Kontraktion auf D mit ¢ < 1. Dann hat die Fizpunktgleichung x = ®(x) genau eine Lisung
xo € D. Bildet man fiir xvo € D := [a,b] die sukzessiven Approzimationen xx+1 = P(xy), so gelten
die a priori Fehlerabschdtzung

|re — x| < 1 |1 — 20
l—q
sowie die a posteriori Fehlerabschdtzung
q
|xg — x| < |xk — Tr—1] .
l—q

Beweis: Wegen ® : D — D folgt fiir 29 € D durch vollstindige Induktion zx4+1 = ®(xx) € D fiir
alle k € INy. Durch rekursive Anwendung der Kontraktionsabschétzung folgt dann

i1 — x| = |@(zx) — P(z-1)| < glow —zp-1] < ¢F |21 — o]
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Fiir p € INy ist

p—1 p—1 p—1
wrep —axl = Y (@rrivn — @) Y |Thrien — @ral <Y ¢ — ol
1=0 1=0 1=0
— 1—g g
= ¢Fler—wol Y ¢ = 4" |21 — o] < w1 — ol -
i=0 1—q 1—q

Daraus folgt

lim |2pqp — x| < lim |1 — 20| =0
k—oo k—o0

1—¢

fiir alle p € INg. {zy }re ist also Cauchy—Folge und somit existiert der Grenzwert

= limaz,eD =D

k—o0
bzw.
Z = limz; = lim x4,
17— 00 p—00

fiir ein fest gewéhltes k € INg. Damit folgt die a priori Fehlerabschitzung

k

q
1—gq

|Z — k] = | Im (Tp4p — zx)| < |z1 — 0.
p—00

Zu zeigen bleibt, dal der Grenzwert T = limy_, o 25 Losung der Fixpunktgleichung « = ®(z) ist.
Es gilt

7 -2(2) = [T—O(zr) + Plax) — ©(7)] < |7 — P(ap)| + [®(zk) — ©(7)]
= |7 — e | +[@(2n) — ()] < [T = zppa| + g o — T
k+1 k s
> 1iq|1'1*1'0|+q17q|$1*1'0|:21iq|:€17:€0|
fir alle k € IN. Daraus folgt
k+1
|Z — ®(Z)|] < 2|z1 — o] lim =0
oo q
und somit & = ®(z).
Fiir zwei Fixpunkte Z = ®(z) und = = &() ist
|z —2| = [®(z) - 2(2)| < ¢z -]
und daher
0<(1-¢glz—2 <0
und wegen g < 1 folgt mit £ = ¥ die Eindeutigkeit des Fixpunktes.
Mit
[z — 2| = [®(zr-1) = 2(T)] < qlor — 7] < qller—r —2k| + |22 — 2]

folgt schliefllich
(1 =q)|zx — 2| < qloe — zp—1]

und somit die a posteriori Fehlerabschétzung. [
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Beispiel 4.4 Fiir die Iterationsvorschrift des Babylonischen Wurzelziehens,

qilt

Daraus folgt eine Lipschitz—Abschitzung mit
1

C;, = — Imax
2 z,yeD

1- =
Ty

Fiir eine Kontraktion in D mit cp, = q < 1 muf8 also

‘11 <2

Ly

bzw. a
2<1l—-— <2
Ty

fiir alle x,y € D gelten. Die obere Abschitzung ist fiir Argumente a > 1 und x,y > 0 stets erfiillt.
Die untere Abschitzung ist dquivalent zu

1
Dies ist zum Beispiel erfillt fir alle x,y > \/a. Damit ist ®(x) = §(z + ﬂ) Kontraktion auf
x
D = [a, ).

Der Banachsche Fixpunktsatz liefert nur eine lineare Konvergenzabschétzung. Beim Babylonischen
Wurzelziehen ergab sich jedoch eine quadratische Konvergenzordnung. Diese kann auch aus dem
folgenden Satz abgeleitet werden.

Satz 4.2 Sei @ eine in D p—mal stetig differenzierbare Funktion und im Fizpunkt & = ®(&) gelte
'(z)=0"(F)=...=0P V(@) =0, P (z)#0.

Dann gibt es eine Umgebung von T, Us(z) = {y € D : |y — Z| <}, so dafs

1
Tpy1 —Z| < = max |p® xp —z|P
|Zht1 | < P! yeUa(i)VP W)l [k |

fir x, € Us(Z) gilt.

Beweis: Die Taylor—Entwicklung von zx11 = ®(zx) um den Fixpunkt Z ergibt

Lo (z)
n!

o) (€)

Trr1 = P(zg) = O(7) + !

T — )" + (xp — T)P

n=1

mit einer Zwischenwertstelle & € (g, Z) fiir z3 < Z baw. £ € (Z,2y,) fiir < x5. Wegen @) (z) = 0
firn=1,...,p— 1 und T = ®(z) gilt also

Tpt1 = T+ p (xp — T)P

Aus ®P)(z) # 0 und wegen der Stetigkeit von ®®)(x) existiert eine -Umgebung Us (%) von Z mit
(@) () # 0 fiir £ € Us(z). Daraus folgt die Behauptung. |
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Beispiel 4.5 Fiir die Rekursionsvorschrift

und den Fizpunkt T = \/a ist

1 a
(@) = 5 (1-5)
(z) 2 2
und somit ' (Z) =0, aber
1la 1
"(z) = > L @) = —= #0.

Mit p = 2 ergibt sich also die quadratische Konvergenz des Babylonischen Wurzelziehens.

4.4 Sekantenmethode und Newton—Verfahren

Wesentlich fiir die bisherigen Betrachtungen war die Herleitung der Fixpunktgleichung @ = ®(x)
bzw. die daraus resultierende Rekursionsvorschrift
Tk4+1 = q)(l'k)

Beim Babylonischen Wurzelziehen konnte diese durch einfache Transformationen aus der zu 16sen-
den Gleichung gewonnen werden. Im folgenden soll ein allgemeiner Ansatz zur Herleitung von
®(x) verfolgt werden.

Gesucht ist € D = [a,b] als Losung der nichtlinearen Gleichung f(Z) = 0. Ist f(z) stetig
differenzierbar, so liefert die Taylor-Entwicklung in Z

0=f(@) = fl@)+@—2)f
mit einer Zwischenwertstelle £ € (z,T) U (Z, z). Daraus folgt

_ f@)
1€’
wobei f/(£) geeignet zu approximieren bleibt. Die Wahl

f(b) = fla)
b—a

T=x

f&)~

fithrt dann auf die Sehnen—Methode
b—a
BARNIOEYI®
Fiir zwei schon berechnete Niherungslosungen x und z,_; ergibt die alternative Approximation

f(on) = flep-1)

Tk — Tk—1

flzr) = ®(xx).

f'(§) ~

die Sekantenmethode

r — . — Tl — Tk—-1
bt " f ) — flrien)

Wird anstelle der vorherigen Niherungslosung x_1 eine Niherungslésung xp mit f(zg)f(z¢) <0
gewihlt, so ergibt sich die modifizierte Sekantenmethode (Regula Falsi)

flxr) = ®(zg).

T — Ty

Tlan) = @0 7f(w)f($k) = ®(wy).

Tk+1 = Tk —
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Gilt im Fixpunkt z = f(Z) fiir die erste Ableitung f'(Z) # 0, so kann in einer Umgebung von Z
die Approximation (&) =~ f'(xx) gewihlt werden. Daraus folgt das Newton—Verfahren

flzy)

Tk4+1 = Tk — f’(l‘k) = q)(l'k)
Fiir die Bildungsvorschrift @
I
2O =
mit f'(x) # 0 ist
S £ C. B L CO NV O {0V )

fr@) [ (@)
und wegen f(Z) = 0 gilt im Fixpunkt ®'(z) = 0. Weiterhin ist

_ @ @) = 2f (@) (@) + f(@) f (2) f P (@)
[ (@)]?

[ ()]

@H(x)

und somit (@)
o (z) = ic )
@ =@
Fiir f(Z) # 0 folgt somit ®”(Z) # 0 und mit p = 2 ergibt sich ein quadratisches Konvergenzver-
halten des Newton—Verfahrens in einer Umgebung des Fixpunktes z.

Am Beispiel des Sekantenverfahrens soll nun gezeigt werden, dafl fiir die Konvergenzordnung p
nicht nur natiirliche Zahlen in Frage kommen.
Fiir die Iterationsvorschrift

. — g — Tk — Tk—1
PRI Fan) — fleee)

f(xx)

ergibt sich fiir den Fehler

_ _ xk*fﬁLf*iEkﬂf( )
€ht1 = Tp41 —T = Tp — I — Tk
fx) — f(op-1)

ex—1f(xr) — enf(zp—1)
fxk) — f(op—1)

€ — Ef—
N

f(@r) = f(wr-1)

und somit

exer—1  flxr) — flwp—1)

mit der Funktion

Ch+l  _ 1 |:f($k) B f(ka—l)_] 9(@) — g(xp—1)

T — T Tp_1 —

g(e) — glzna) = /”yuMzzymxmfzmn,

Tk—1

flan) — flana) = /°f@ﬂr=f@xm—xpa

mit Zwischenwertstellen 7, £ € (xg—1, ) und somit folgt

Ck+1 g'(n)
erek—1 (€
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Die Ableitung von g(x) ist

pon_ P& @) fa)e—3) - f)
9@ = T T Goe (z—7)2
e damit £~ )~ )
’ _ mn—x n
9(77)* (77 —)2

Aus der Taylor-Entwicklung

1 _
0 = f(@) = f(m) + ()@ —m) + 5 ()@ —n)’
mit einer Zwischenwertstelle ¢ folgt dann
1 _
o) = 56)
und somit 7
©)

© =M

et1 1 f"
exer—1 2 f/
in einer Umgebung des Fixpunktes z. Es gilt also
epr1 < Megep_q
bzw.
€k+1 < € €p—1
mit e, = M ey. Seien Anfangsniherungen xy und z; gegeben, so daf
K = max{éo, \q/él} <1
mit ¢ € IR gilt. Dann ist
0 1
e < K =K7%, ¢ < K?1=K1
und durch vollstéindige Induktion folgt

_ o k k—1 k—1 k41
Cos1 < Enép_1 < K9 K9 — K9 (e+) _ ga ,

falls g + 1 = ¢? erfiillt ist,

1++5

qi/2 = 5
Damit gilt
k
. Ka 1+5

4.5 Nichtlineare Gleichungssysteme

Gesucht ist der Vektor Z € IR™ als Losung von n nichtlinearen Gleichungen F(Z) = 0,

fi(@1,..., %) = 0,

Die Taylor-Entwicklung der Funktionen f;(Z) um eine gegebene Niherungslosung x* fiihrt bei
Vernachlissigung des jeweiligen Restgliedes auf

0= fi(z) ~ fi(z") + Z(f] — zf)a%fz(gk) firi=1,...,n.
j=1 J
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k+1

Damit kann eine neue Néherungslosung z aus dem linearen Gleichungssystem

Zai k+1 a¥) = —fi2®) firi=1,....n

bestimmt werden. Dies ergibt das Newton—Verfahren im IR",

oF -1
k+1 _ .k k F(zk)
= gh - (GoEh) P
Die Konvergenz folgt analog zum eindimensionalen Fall aus dem Banachschen Fixpunktsatz, d.h.
dem Nachweis der Kontraktion in einer geeignet gewéhlten Umgebung des Losungsvektors, siehe
zum Beispiel [5].



Kapitel 5

GewosOhnliche
Differentialgleichungen

Betrachtet werde das Anfangswertproblem (Cauchy—Problem) zur Bestimmung einer im Inter-
vall I = [a, b] stetig differenzierbaren Funktion y € C*([I),

Y'(x) = flz,y(x)) firzel, ylro) = yo firz el

Hierbei ist f : Ix(—00, +00) — IR eine gegebene skalare Funktion. Die Integration der Differential-
gleichung ergibt unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung y(zo) = yo die Integralgleichung

y(x) = y(xo) —I—/f(s,y(:r:))ds fiirxz € 1.

Daraus ableitbar ist ein analytisches Naherungsverfahren, die Methode der sukzessiven Ite-
ration (Picard—Iteration)

Yo(z) =

Yo,
nir(@) = yo+ / Fsyn(s)ds firz el n=012,....
o

Hinreichend fiir die Konvergenz und damit fiir die eindeutige Losbarkeit der Integralgleichung ist
die Lipschitz—Stetigkeit von f(z,y) beziiglich dem zweiten Argument y,

|f(z,y1) — flz,y2)] < Ly —yo| fiir alle (x,y;) € I X (—o00,+00), i =1,2.

In diesem Kapitel sollen numerische Verfahren zur niherungsweisen Bestimmung der Losung y(z)
des Anfangswertproblems im Intervall I = [a, b] hergeleitet und analysiert werden. Mit

b—a
n

ry=a+kh firk=0,...,n, h=

seien n+1 gleichmé&Big verteilte Stiitzstellen mit der Schrittweite h gegeben. In den Stiitzstel-
len xy sei y(zy) der exakte Losungswert und yy, eine zu bestimmende Niherungslosung. Fiir k = 0
stimmt diese offensichtlich mit der Anfangsbedingung y (o) = yo iiberein. Zu bestimmen sind also
N#herungswerte yj fiir £ > 1. Bei Einschrittverfahren ergibt sich die neue Ndherungslosung
Yr+1 allein aus der Kenntnis des vorherigen Naherungswertes yi. Im Gegensatz hierzu flieflen bei
Mehrschrittverfahren mehrere bekannte Naherungswerte in die Berechnung der neuen Néhe-
rung ein.
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5.1 Einschrittverfahren

Fiir k =0,..., N—1 wird zunéchst die Losung y(zy) in der Stiitzstelle 2, als bekannt vorausgesetzt.
Die Integration der Differentialgleichung y'(x) = f(z,y(x)) iiber x € [zk, xx41] ergibt dann
Tk+41
o) = ) + [ foyade,
Tk

Die Herleitung eines Naherungsverfahrens beruht nun auf einer geeigneten numerischen Appro-
ximation des Integrals. Mit der (linksseitigen) Rechteckregel folgt

Uk+1 = y(xr) + h f(or, y(or))

und Ersetzen des unbekannten Losungswertes y(xy) durch den bereits berechneten Niherungswert
yr. ergibt das vorwértige Eulersche Polygonzugverfahren

Yr1 = Yk + h f(xe,ye) firk=0,1,...,n—1.

Da aus der Kenntnis der vorherigen Nédherungslosung yi die neue Naherungslosung yi11 allein
durch Auswertung der rechten Seite yi + h f(zk, yr) gewonnen werden kann, liegt ein explizites
Verfahren vor. Im Gegensatz hierzu fithrt die Verwendung der rechtsseitigen Rechteckregel,

U1 = y(@r) + b f(@rr1, y(@re1)),
auf das implizite Polygonzugverfahren
Yer1 = Yk +h f(@e41,ye41) firk=0,1,...,n—1,

welches zur Bestimmung von yx41 im allgemeinen die Losung einer nichtlinearen Gleichung erfor-
dert.
Wird fiir die numerische Integration die Trapezregel verwendet,

Ukr1 = ylag) + %h[f(wk,y(wk)) + (@1, y(Tr41))]

so ergibt sich mit

1
Yk+1 = Yk + §h [f(xkayk) + f($k+1ayk+1)] fir k = 0) 13 Y 1

ein implizites Crank—Nicolson—Verfahren.
Das Einsetzen des vorwirtigen Eulerschen Polygonzugverfahrens in das Crank—Nicolson—Verfahren
liefert dann die Rekursionsvorschrift der Heunschen Methode,

1
Yk+1 = Yk + ih [f(xkayk) + f(wk-i-layk + hf(wkayk))] fir k = Oa 1) cee, 1.
Allgemein sind explizite Einschrittverfahren von der Form
yk+1:yk+h@(zk7ykah) furk:(),l,,nfl

und somit gilt

ykLh_ylC = ®(zk,yr, h) firk=0,1,...,n—1

sowie
gk+l = y(xk)+h(1)(xkay(zk)7h) furk:(),l,,nfl

Das numerische Néherungsverfahren heifit konsistent von der Ordnung p, falls

Y(@rt1) — y(wr)

3 — ®(wg,y(xr), h)| < cx hP

mit einer Konstanten cx gilt.
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Der Fehler der berechneten Néherungslosung yi41 setzt sich zusammen aus dem Fehler der nu-
merischen Integration und dem fehlerbehafteten Ubergang von den unbekannten Losungswerten
y(x) zu den bereits berechneten Néherungswerten yy,

ert1 = [Y(@rs1) = vrsal < [Y(@rr1) = Yrra] + (U1 — Yot
Fiir den Integrationsfehler ergibt sich aus der Abschitzung des Konsistenzfehlers

TK+1

ly(@ker) — Gosa] = / F(y(@))dz — h®(ay, y(ax), h)
- / Y (@)de — h®(zp, y(zi), h)

= |y(zr+1) — y(@x) — h ®(xk, y(zk), h)|

= h ‘M — q)(l'k,y(l'k)7h) S CK hp+1 .

Die Lipschitz—Stetigkeit von f(x,y) beziiglich dem zweiten Argument y induziere die Lipschitz—
Stetigkeit von ®(x,y, h) beziiglich y, d.h. es gelte

|q)(z,y1, h) - ¢($7y27h)| < cL |y1 - y2| fiir alle (zay’b) €lx (7005 +OO), 1= 15 2.

Daraus ergibt sich fiir den durch die Stérung der Eingangsdaten hervorgerufenen Fehler die
Stabilitidtsabschidtzung

ly(zr) — yr + h ®(zr,y(zr), h) — h ®(2k, Y&, h)|
< y(ww) — yx| + b |@(2r, y(2k), h) — @(2k, Y&y h)|
< (I +cph)ly(zr) — vkl -

|gk+1 - yk+1|

A

Insgesamt gilt also
exrt1 < (L+cph)er +cx h?P™ firk=0,1,...,n—1
mit
eo = [y(zo) —yo| = 0.

Fir k = 0 gilt also
e1 < ex hPTL.

Durch vollstéindige Induktion folgt dann

k
) 1 — (1 +cph)ktt CK
< (>a h)t hPHL = Pl < 22 (1 h)F+1 pP
ep+1 < (i—O( +cr )) CK 1= (1+cnh) CK < CL( +cph)

fir k =0,...,n—1. Insbesondere fiir k = n—1 ergibt sich mit h = (b—a)/n die Fehlerabschitzung
CK er(b—a)\" CK  cp(b—a)
y(0) —yn| < — |1+ ———) B’ < — e RhP.
Cy, n Cy,

Fiir ein konsistentes Néherungsverfahren ist also die Stabilitdt hinreichend fiir die Konvergenz des
Verfahrens, wobei die Ordnungen von Konsistenz— und Konvergenzabschétzung {ibereinstimmen.
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Beispiel 5.1 Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Lisung y(x) liefert die Taylor—Entwicklung

Yown) = e +h) = ylo) + by (o) + 5 W74(E)

= (o) + b S ym) + 3 1y &)

mit einer Zwischenwertstelle £ € (g, Ti+1)-
Andererseits ist fiir das vorwirtige Eulersche Polygonzugverfahren ®(xy, yx, h) = f(xk, yx). Damit
folgt fiir den Konsistenzfehler

Y(@rr1) — y(or)

A SCKh

- Banyto. )| = |39

mat

x [y"(6)]

1
CKk = — ma
2 ge(ab)

und somit die Konsistenz— und Konvergenzordnung p = 1.

Zur Herleitung von Verfahren hoherer Konsistenzordnung p wird fiir die Losung y(z) der Dif-
ferentialgleichung y'(z) = f(z,y(z)) eine Taylor—Entwicklung hoherer Ordnung betrachtet, zum
Beispiel ist

1 1
Y(rry1) = ylow) + hy'(zx) + 3 h2y" (zk) + G h " (&)

mit einer Zwischenwertstelle & € (2, xx+1). Einsetzen der Differentialgleichung ergibt

oksn) = o) + b fowylan) + 500 SCf )|+ ().
Mit
L Hy@) = falwy@) + fey@)y @)
und

Un+1 = y(zx) + h floe, y(ze)) + % B [fo(@r, y(@r) + fyl@e, y(ze) f(@r, y(zr))]
folgt daraus

B 1
y(@re1) = Gen + 5 Ry (&) -

Fiir die Abschiitzung des Integrationsfehlers ergibt sich

1
R max |y"(€)].

T — U <z
Iy( k+1) yk"‘ll - 6 E€(Tg,Tht1)

Die Berechnung von yi11 verlangt die Auswertung der partiellen Ableitungen f,(zk,y(zx)) und
fy(xk,y(zx)). Durch den Ansatz

Uk+1 = y(xr) + h @(2k, y(21), h)

mit

Dony(on)h) = fy(w)) + 5 b aly@n) + o ye) f (o y(o)]
= a1 f(any(e) + axf (@ + oyl +6) + RO
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und noch zu bestimmenden reellen Parametern a1, as, o, 8 und einem zusitzlichen Restglied R(h)
soll die Auswertung von 11 auf eine alleinige Auswertung der gegebenen Funktion f(z,y) zuriick-
gefiithrt werden. Die Anwendung der Taylor—Formel in zwei Veréinderlichen,

flaw +a,y(e) + 8) = flae,y(zn) + afelzr y(ze) + Bfy(xr y(z) + O(a® + af + 5°),

ergibt

(wp, y(wk),h) = flow,ylzr)) + 5 h[fz(wk,( k) + fy (@ y(@e) f(@r, y(zr))]

ar f(zr, y(z ))+a2[f($k, (zk)) + afe(zr, y(2r)) + Bfy(wr, y(zi))]
+a20(a® + af + %) + R(h)

= (a1 +a2)f(zr, y(2r)) + azafe(zr, y(zr)) + a2Bfy(zr, y(zr))
+as0(a® + af + %) + R(h)

und durch Koeffizientenvergleich folgt

1 1
a1 +ax =1, aa = Eh’ axf = th(mk;y(xk))

sowie

R(h) = —ax0(c* + af + 5%).

Eine mogliche Losung ist

und somit

Pz, y(zk), h) = ;f(% (z)) + 5 f($k+h y(k) + hf (@e, y(zr))) + R(h).
Fiir 1
k1 = y(@r) + 5 b [f(zr,y(zn)) + flze + hy(ee) + hf (2, y(zn)]

folgt dann die Fehlerabschétzung

[Y(@r11) — Urrr] < JW(@rer) = Yol + (U1 — Urpa| < —h3 max |y" (&) + hIR(h)].

fe(wp,py1

Mit
[R(h)] = |a20(a” +ap + 5%)| < ch?
ergibt sich fiir die Abschéiitzung des Integrationsfehlers
[Y(@h41) = G| < ch®
falls die Losung y(x) dreimal stetig differenzierbar ist. Fiir die Konsistenzordnung folgt also
p=2.

Werden in der Berechnung von 11 die exakten Losungswerte y () durch die vorher berechneten
Naherungslosungen y;, ersetzt, so ergibt sich die Heunsche Methode

1
Yert = Yo+ 5 0 [f (2 ye) + (2 + by + B (2, 50)))
und aus der Stabilitdtsabschétzung folgt die Fehlerabschitzung

ly(b) —yn| < ch®.
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Eine zweite Losung der Gleichungen des Koeflizientenvergleichs

1 1
ar+ax =1, aa = ih’ azfl = ihf(zkay(zk))

ist gegeben durch

1 1
ap =0, aa=1 «oa= §h, B8 = ihf(xkay(zk))-

Daraus ergibt sich das Mittelpunktverfahren (modifiziertes Euler—Verfahren)

1 1
Ykt1 = Yk +h fzp + Shyk+ §hf($kayk))

wiederum als Verfahren 2. Ordnung.
Allgemein kénnen Einschrittverfahren durch Integration der Differentialgleichung,
Th41
o) = o)+ [ S y()ds,
Tk

und Anwendung einer numerischen Integrationsformel

et = y(@r) +h Y cif (zn + aih,y(zx + aih))
i=1
und anschliefiende Ersetzung der Losungswerte y(zy) durch die bereits berechneten Niherungs-

werte yj hergeleitet werden.
Die Bestimmung der Losung y(z) in den Integrationspunkten xy + a;h erfolgt rekursiv aus

zr+a;h
v +ai) = v+ [ Sy
~ ylzk) + Zbijf(wk + ajh, y(zk + a;h)) .
j=1

Fiir die neue Ndherungslosung yx41 ergibt sich dann die Rekursionsvorschrift

Yk+1 = Y+ h Zciki
i=1

mit

i—1

k; = f(.%'k + a;h,yi + thijk’j) firi=1,...,m.

j=1
Die Parameter a;, b;; und ¢; ergeben sich wie bei der Herleitung der Heunschen Methode durch eine
entsprechende Taylor-Entwicklung der Losung y(x) und Koeffizientenvergleich. Die resultierenden
Verfahren sind die Runge—Kutta—Verfahren, welches zum Beispiel fiir m = 4 durch

kl - f(wkayk)
1 1
ky = flar+ ihayk + §hk1)
1 1
ks = flar+ 5’% yr + §hk2)
ks = f(ak+ h,yr + hks),
1
Ye+1 = Yk + 6 h [kl + 2]62 + 2]{33 + k4]

ein Verfahren 4. Ordnung beschreibt.

Das alles sind recht miihselige Rechnungen und die Freude des scharfsinnigen Kopfes an sich selbst
ist manchmal die alleinige Ursache dessen, dass man weiterrechnet. (F. Kafka)
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5.2 Mehrschrifttverfahren

Die Herleitung von Einschrittverfahren zur ndherungsweisen Losung des Anfangswertproblems
y(@) = f@,y(@) firwel, ylm) =yo firael
basiert einerseits auf einer Approximation der Ableitung durch Differenzenquotienten,

Y(@rt1) — y(or)
h

kann aber auch andererseits durch numerische Integration von

y (zr) = = f(zr,y(2r)),

Th+1

y(ziar) = ylow) + / Fy(@)de ~ y(zx) + b f (o ylan)

Tk

begriindet werden. In beiden Fillen ergibt sich das Eulersche Polygonzugverfahren

Yk+1 = Y + h f(@r, yi).-

Bei Einschrittverfahren erfolgt die Berechnung der Niherungslosung yx41 in xg41 also nur aus
der Kenntnis der Losung yi in z;. Werden mehrere Paare (x¢,y¢) zur Berechnung von yi41 ver-
wendet, so fiihrt dies auf Mehrschrittverfahren. Analog zu Einschrittverfahren kénnen diese
sowohl durch eine Approximiation des Differenzenquotienten als auch durch eine numerische In-
tegration hergeleitet werden. Hier sollen vor allem Zweischrittverfahren behandelt werden, auf
eine Diskussion allgemeiner Mehrschrittverfahren soll hier verzichtet werden.

Die Verwendung des zentralen Differenzenquotienten

Y(@pt1) — y(wp-1)
(w) ~ LI )
2h
bzw. die numerische Integration von
Tr41

y(@er1) = y(@rr) + / f (@) de

Tk—1

durch die Mittelpunktregel ergibt mit

Yet1 = Ye—1 +2h f(ak, yr)

ein erstes Zweischrittverfahren. Neben der durch die Anfangsbedingung y(z¢) = yo gegebenen
Startndherung mufl die Ndherung y; durch ein geeignetes Einschrittverfahren bestimmt werden.
Die Taylorentwicklung von g(z) = f(z, y(x)) liefert

fla,y(x) = g(x) = glax) + (x — xp)g (xr) + %g”(@ (z — x1)?

fiir € (xg—1,Tk4+1) mit einer Zwischenwertstelle £ € (xg_1, x+1) und somit

[ taunds = [ lglon) + (2 - on)g @) + 59" (©) o - 00)de
= 2hgo +dm) [@-mde+y [ @) - )il
= 2 flany) +5 [ o' @ - o)

Thk—1
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Daraus ergibt sich die Fehlerabschétzung

Th+1 Th+1

/ F (e y(@)de — 20 f (e y(an))| =

k—1 Trp—1

g"(@)(w —ax)’de| < A% max  [g"(¢)]

E€(Th—1,Tk+1)

DN =
[SVR

und somit die Konsistenzordnung p = 2.

Die Approximation der Ableitung y'(xr) durch Konvexkombinationen des vorwértigen und
riickwartigen Differenzenquotienten liefert

’ N Y(@r+1) — y(@k) y(wr) — y(@p-1)
Y (xg) =~ a% +(1 7Q)T

fiir beliebige Parameter « € IR. Dieses Vorgehen fithrt auf die BDF—Verfahren (Backward
Difference Formula). Fiir o = 3/2 ergibt sich zum Beispiel

3Yr+1 = 4Yr — Yr—1 + 2h f(@k, Ys),

wihrend fiir « = —1/2
Yk+1 = 4y — 3Yr—1 — 2h f(zk, y)
folgt.

Beispiel 5.2 Fiir die niherungsweise Losung des Anfangswertproblems y'(x) = 0,y(0) = 0 wird
das konsistente Zweischrittverfahren

Yer1 = 4yr — 3yk—1

mit den Startwerten yo = 0 und einem gestorten Niherungswert yy = € # 0 betrachtet. Dann folgt

1
ya = 4de = 5(32—1)5

und allgemein gilt

1
Yk = 5(3k71)5.

Dies folgt durch vollstindige Induktion,

1 1
Yet1 = 4yk*3yk—1*45(31671)6*35(31671*1)5
1 1 1
= 5[4.3k,473,3k71 3]5:5[4'31673]671]575(3k+171)€.

Damit folgt yr, — oo fiir k — oo und somit ergibt sich keine Konvergenz des Ndherungsverfahrens.
Ursache hierfiir ist die fehlende Stabilitit des Verfahrens.
Zur Bestimmung der Lisung yr, = y(xx) kann auch die Differenzengleichung

Yk+1 — 4Yr +3yp—1 = 0
betrachtet werden. Der Ansatz yi, = \* ergibt
0 = MFL g2k L gaE=1 = NFI2 g\ 4 3]
und somit die charakteristische Gleichung
AN —2X1+3=0

mit den Nullstellen Ay = 1 und Ao = 3. Die allgemeine Ldisung der Differenzengleichung ist dann
gegeben durch
yp = 1+ 3% firk=0,1,2,....
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Aus den Anfangsbedingungen yo = 0 und y; = € folgt ¢1 + co = 0 und c¢1 + 3ca = € und somit
1 = —¢/2 bzw. ca = &/2. Damit ist wie oben

Lok
Yk =3 (3" =1)
und die Divergenz des Niherungsverfahrens folgt wegen Ao =3 > 1.
Wie das vorherige Beispiel zeigt, ist fiir die Stabilitat eines Mehrschrittverfahrens die sogenannte
Wurzelbedingung hinreichend und notwendig, d.h. alle im allgemeinen komplexen Nullstellen
der charakteristischen Gleichung des N&herungsverfahrens sind betragsméflig nicht grofier als Eins,
mehrfache Wurzeln sind echt kleiner Eins.

Beispiel 5.3 Fir die Rekursionsvorschrift
3Yk+1 = Yk — Ye—1 + 20 f (Tk, yr)
lautet das charakteristische Polynom
oN) =3\ —4A+1 = BA-1)(A-1)

mit den Nullstellen A\ = 1/3 und Ao = 1. Damit ist die Wurzelbedingung erfillt, woraus die
Stabilitdt des Verfahrens folgt.

Als alternativer Zugang zu Mehrschrittverfahren werden im folgenden numerische Integrationsfor-
meln zur Auswertung von
Tr41
o) = v + [ F(opa)ds
Tk

betrachtet. Die Interpolation von g(z) = f(z, y(z)) in den Knoten x;_1 und x) kann mit Lagrange—
Polynomen durch

r — Tk r— Tp—
g2(x) = glan—1)Li—1(x) + g(z)Li(z) = g(zpo1) ——— + g(ag) ———
Th—1 — Tk Tk — Tk—1
beschrieben werden. Einsetzen des Interpolationspolynoms ergibt
LTr41
Yerr = ylzr) + [ ge(x)dw
T
Th+1 Tk+1
r — Tk r— Tp—
=y tglmo) [ g [ 2SN
Th—1 — Tk Tk — Tk—1
T Tk

= ylew) — 5 hglas) + 5 holen)

= ylon)+ 5 R o yon) — 5 b S (@ yoen).

Ersetzen der unbekannten Losungswerte y(x¢) durch die bereits berechneten Niherungslosungen
ye ergibt das explizite Adams—Bashfort—Verfahren

3 1
Y+l = Yr T B} hf(zk, yx) — B h f(@k—1,Yk—1)-

Im Gegensatz hierzu liefert die Interpolation in den Stiitzstellen z; und z;41 mit

T—zx T—x
g2(2) = g(@1) (@) + 9@ Ly (x) = g(an) ——— 4 g(hs1) —————
Tk — Tht1 Tk+1 — Tk
das implizite Adams—Moulton—Verfahren

1
Ykt1 = Yet+ g h{f(xr,yr) + f(@re1, Yrsr)]-
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5.3 Stabilitat
Die Losung des Anfangswertproblems
y'(x) = fla,y(z) = () firze(0,a), y(0)=yo
mit einem beliebigen Parameter A € IR ist gegeben durch
y(z) = yoe”.

Die Bestimmung einer Néherungslosung mit dem Eulersches Polygonzugverfahren fithrt auf die
Rekursionsvorschrift

Y1 = Y+ R (@ uk) = vk +hAye = (L+h Ny = (L+h X))y,
fir ¥k = 0,...,n — 1 mit der Schrittweite h = a/n. Fiir den Fehler der durch das Eulersche
Polygonzugverfahren gilt die Abschétzung

ly(a) —yn| < (e =1)h

N | —
~1Q

mit den durch die Lipschitz—Bedingung

|f(z,91) — f(z,92)] < Llyr — w2l

und die Regularitédt der Losung

C — 1
e ly" ()]

gegebenen Konstanten. Fiir f(x,y) = Ay ist
|f(z.y1) = f(2,y2)] = [A[ly1 — v2l

und somit L = |A|. Fiir y(z) = yoe® ist ¥’ (z) = yoA2e*® und insbesondere fiir A < 0 ist
C = |yo| X%
Damit lautet die Fehlerabschétzung

1 |yo| A2

1
_ < Ma _ 1yp = = Ma _ 1y I\ A
@) ~ 3] < 5 PR @ = 1) B = 5ol €~ 1)

und somit folgt Konvergenz fiir h — 0 bei festem A. Andererseits zeigt die obige Fehlerabschétzung
die praktische Forderung
[Alh < 1,

d.h. mit A < [A|7! muB die Schrittweite h in Abhiingigkeit von |\| gewithlt werden. Dies gilt
entsprechend fiir komplexe Parameter A mit Re A < 0. Gesucht sind deshalb Verfahren, die die
Konvergenz unabhéngig von A gewéhrleisten.
Ein numerisches Verfahren heiffit A-stabil, wenn fiir Re A < 0 die durch das Verfahren erzeugten
N#herungslosungen des Anfangswertproblems

y'(z) = My(z) firz e R, ylzo) = yo

beschréankt sind.
Betrachtet werden zunéchst Einschrittverfahren der allgemeinen Form

Yk+1 = Yk + h ®(z, yr, ) .
Speziell fir f(x,y) = Ay ergibt sich daraus die Rekursionsvorschrift
Yrt1 = R(AR)yx

mit der Stabilitédtsfunktion R(z) und z = Ah. Dann ist die A-Stabilitdt dquivalent zu der
Forderung
|R(z)] <1 fiir alle zmit Rez < 0.
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Beispiel 5.4 Fiir das Fulersche Polygonzugverfahren

Y1 = Y+ L f(@ryk) = yp +hAyr =

mit der Stabilitdtsfunktion
R(z) =1+4z2.

(1+hNye = R(h\)yx

Damit ergibt sich die A-Stabilitit des Fulerschen Polygonzugverfahrens fiir

142 < 1.

Beispiel 5.5 Fiir das Runge—Kutta- Verfahren 4. Ordnung ergibt sich mit

ki = flzr,yk) = Ayk
h h h 1
ko = f(zk+§,yk+§k1) = /\(yk+§k1) = (/\+§h/\2>yk
h h h 1 1
ks = flop+ =,y + =k2) = Myp + =k2) = A+ = h A2+ =2 Ny,
2 2 2 2 4
_ _ _ 2, Loy 1.3y
ke = f(zp+h,yr+hks) = Myr + hk3) = A+ hA + PPN+ RN Yk

fiir die Berechnung der neuen Niherungsldsung

h
Y1 Yr + s [k1 + 2ko + 2k3 + k4]

1 1 1
(L4 (BA) + 5 () + (007 + 57 (0 Ty = R(PA )y
mit der Stabilitdtsfunktion

1 1 1
-1 2,2 2,3, 4
+z+22: +62: +24z

|R(2)| < 1} fiihrt der Ansatz

R(z)

Fiir die Bestimmung des Stabilititsgebietes {z :

z -1+ 7“((,0)6“”

auf eine nichtlineare Gleichung in r,

8 4+ 121 cos 2¢ + 167° cos 3¢ + 187 (cos 4y + 2) + 9673 cos ¢
+6472(1 + 2 cos 2¢p) + 1447 cos ¢ — 495

0.

Durch Anwendung Newton—Verfahrens kann daraus das in Abbildung 5.1 angegebene Stabilitits-
gebiet des Runge—Kutta—Verfahrens 4. Ordnung bestimmt werden.

3

\

\

0.5

Abbildung 5.1: Stabilititsgebiet des Runge—Kutta—Verfahrens 4. Ordnung.
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Beispiel 5.6 Betrachtet wird das aus der Trapezregel resultierende implizite Niherungsverfahren

1
Ykt = Yot 5 hf(zryr) + f(@re1, Yrsr)] -

Fiir f(z,y) = Ay ergibt sich
1
Yk+1 = Yk + 3 A [yk 4 Y]

bzw. N
2+
Ykt = 5T Yk = R(AR)yy,

mit der Stabilitdtsfunktion
24z
22—z

Dann gilt |R(z)| <1 fiir Rez <0 und somit ist dieses Niherungsverfahren A-stabil.

R(z)

Beispiel 5.7 Als Beispiel fiir ein Mehrschrittverfahren wird die Mittelpunktregel

Yet1 = Yu—1 + 2hf(zk, y&)

betrachtet. Fir f(x,y) = Ay ergibt dies

Yk+1 = Yk—1 + 2hAys

bzw. mit z = \h
Y1 — 22y — Yre—1 = 0.

Bei Mehrschrittverfahren folgt die Stabilitit aus der Wurzelbedingung: Die Nullstellen der charak-
teristischen Gleichung
M —22A-1=0

stnd
)\1/2 = Zi\/22+1.

Fiir Rez < 0 folgt |A2| > 1, d.h. die Mittelpunktregel ist nicht A-stabil.

Es zeigt sich sogar, daf kein explizites Mehrschrittverfahren A—stabil ist. Andererseits besitzen
A-stabile implizite Mehrschrittverfahren die maximale Konsistenzordnung p = 2.

Abschlieflend werde ein lineares System u'(x) = Au(x) gewohnlicher Differentialgleichungen be-
trachtet,

3

ull () = anui(z)+appu(z), wui(rg) = u?
0
9-

uh(z) = asui(w) + asua(x), wua(zg) =u

Die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren der Koeffizienmatrix

A — ail a2
az1 Qa22
seien durch (A1, o, f1) und (Mg, g, B2) gegeben. Fiir verschiedene Eigenwerte A; # Ao lautet die

allgemeine Losung
wa) =i (G e 5 ) e

wobei die Konstanten C; und Cs durch die Anfangsbedingung eindeutig bestimmt sind.
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Analog zum Eulerschen Polygonzugverfahren fiihrt die Approximation der Ableitungen zu einem
numerischen Nédherungsverfahren

Ulf“ - Ulf _ k k
T a1uy + ajous,
US“ - UlzC _ k k
= a21uy + ag2Ug,

bzw.

ﬂk+1 _ (I+hA)Qk — (I-i—hA)]H_lQO

Aus der Entwicklung des Startvektors u in die Eigenvektoren von A,
0 aq a2 1 2
u = + = 7V + 7207,
u Y1 ( 5 > 72 < Bs ) nuv Y2l

u' = (I+hA)u’ = (I+hA)(n12" +7220%) = 11+ hA)v" +y2(1 + hig)v?

folgt

und durch rekursive Anwendung ergibt sich

uF = (14 BA) 0! + e (1 + hAg) H0?

Notwendig fiir Beschréinktheit der Losung ist also die Forderung
[14+hN| <1 fire=1,2.
Fiir unterschiedliche Eigenwerte A\; # A2 mit Re A\; < 0 wird die Schrittweite A durch die Bedingung
[14 Admax| < 1

bestimmt. Die zugehorige Losungskomponente

Qmax A max
< Brna ) ‘
klingt fiir x — oo schnell ab und leistet zur Darstellung der Losung einen vernachléissigbaren Bei-
trag. Im Widerspruch dazu bestimmt A\pax die Schrittweite. Differentialgleichungssysteme heiflen
steif, wenn die Losung abklingende Komponenten mit stark unterschiedlichem Abklingverhalten
enthélt. Anwendungen dafiir finden sich zum Beispiel in der Reaktionskinetik oder bei der Model-
lierung elektrischer Schaltkreise. Die numerische Losung steifer Systeme erfordert die Verwendung
A-stabiler Verfahren bzw. von Verfahren mit moglichst groflem Stabilitdtsgebiet.

5.4 Zweipunkt—Randwertprobleme

Zu bestimmen ist die Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung im Intervall
(a,b),
—u" (x) + b(z)u' (z) + c(z)u(z) = f(z) firx € (a,b),

wobei in den Randpunkten a und b geeignete Randbedingungen an die Funktion v bzw. an ih-
re Ableitung v’ zu formulieren sind. Bei Dirichlet—Randbedingungen erfolgt eine Vorgabe der
Funktion in den Randpunkten,

u(a) = uq, u(b) = up,

wéhrend bei einer Neumann—Randbedingung die Ableitung vorgeben wird,

u'(a) = uq, u'(b) = up.



66 5. Gewdohnliche Differentialgleichungen

Bei einer Robin-Randbedingung ist die Ableitung proportional zur Differenz der gesuchten Funk-
tion zu einem vorgegebenen Vergleichswert,

u'(a) = ofu(a) —ua], u'(b) = Blu(b) — us].

Werden in den beiden Randpunkten Randbedingungen unterschiedlichen Typs vorgeschrieben, so
spricht man von gemischten Randbedingungen.

Der Einfachheit halber wird im folgenden eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit homo-
genen Dirichlet—-Randbedingungen betrachtet,

—u"(z) + b(z)u'(z) + c(z)u(z) = f(z) firze (a,b), ula) = ulb) =0.

Bei einer Approximation der Differentialgleichung mit finiten Differenzen werden in den Stiitz-

stellen )
ry =a+kh firk=0,....n mith = —a

n
die auftretenden Ableitungen durch vorwirtige, riickwértige oder zentrale Differenzenquotienten
U1 — U U — U
W (zp) ~ 2R () 2 L W (1) &
h h
approximiert. Fiir die Approximation der zweiten Ableitung ergibt sich durch die Kombination
von vorwartigem und riickwértigem Differenzenquotienten

U1 — Uk—1
2h

u(@p1) —u(ze)  wk(Te) —wk—1
" () — () h h _ Upg1 — 2u + up—1
u’(xg) = = = .

h h h?

Damit folgt fiir die Approximation der Differentialgleichung in den inneren Punkten xy

_ Ukg1 — 2Up + Up—1
h2

Aus den Randbedingungen folgt weiterhin

)Uk+1 — Uk—1

b
+ b(zk 57

+c(zp)ug, = f(eg) = fr firk=1,...,n—1.

up =0, u, =0.

Damit ergeben sich insgesamt n + 1 Gleichungen fiir n+ 1 Unbekannte uy, . .., u,. Zu untersuchen
bleibt die eindeutige Losbarkeit des zugeordneten linearen Gleichungssystems Lpu = f sowie
die Stabilitit und die Konsistenz des numerischen Nitherungsverfahrens. Auf diese Betrachtun-
gen soll an dieser Stelle jedoch verzichtet werden, siehe zum Beispiel [5, 15].

Insbesondere fiir das Randwertproblem

—u"(z) = f(z) firz€ (a,b), wula) =ud) =0

ergibt sich zur Bestimmung der Naherungslosung uy das lineare Gleichungssystem

U1 f1
Up—1 fn—l

Am Beispiel dieses linearen Gleichungssystems sollen spéter effiziente Losungsverfahren diskutiert
werden sollen. Obwohl die Diskretisierung des eindimensionalen Modellproblems auf eine tridia-
gonale Systemmatrix fithrt, deren Invertierung direkt mit optimalen Aufwand realisiert werden
kann, lassen sich die bei der Untersuchung von Iterationsverfahren gewonnenen Aussagen auf den
mehrdimensionalen Fall iibertragen.
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Betrachtet wird zunéchst ein anderer Zugang zur Losung des Randwertproblems
—u(x) + b(x)u' (x) + c(z)u(x) = f(x) fiirz € (a,b), wu(a) = u(b) = 0.

Die Multiplikation mit einer hinreichend glatten Testfunktion v(x) mit v(a) = v(b) = 0 liefert
nach der Integration iiber (a,b) die Geichheit

b b

/[—u”(m) + b(z)u/ (z) + c(z)u(z)v(z)dz = /f(ac)v(ac)dm

a a
Durch partielle Integration von

b b b

/ [~ (2)]v(z)dz = / o (@) (z)dz — o (z)v(z)]} = / o (2)v' (z)dz

a a a

ergibt sich die gesuchte Funktion v als Losung des Variationsproblems
a(u,v) = F(v)

fiir alle Testfunktionen v mit v(a) = v(b) = 0 mit der Bilinearform

b b b
a(u,v) = /u’(m)v'(m)dm—l—/b(x)u'(m)v(x)dx—i—/c(x)u(ac)v(ac)dx

und mit der Linearform ,
F(v) = /f(x)v(:c)dx

Dabei ist die Dirichlet—-Randbedingung u(a) = u(b) = 0 explizit zu fordern.
Eine Approximation des Variationsproblems ergibt sich durch eine Approximation des Funktio-
nenraumes zur Bestimmung der Losung u. Der Ansatz

un(@) = D urpr(@) = Y unpr(x)
k=0 k=1

mit den in Abschnitt 1.1.5 definierten stiickweise linearen Basisfunktionen ¢y (z) beziiglich einer
Diskretisierung des Intervalles (a,b) fiihrt unter Verwendung der Testfunktionen v(z) = ¢y (x) fiir
{=1,...,n—1 auf das Galerkin—Variationsproblem zur Bestimmung von wuj, als Lésung von

a(up,pe) = F(pe) firalleld=1,...,n—1.

Aus der Linearitéit der Bilinearform a(-,-) ergibt sich

n—1

Zuka(wk,gpg) = F(pp) firalleld=1,...,n—1
k=1

und somit das lineare Gleichungssystem Apu = f mit der durch die Eintrége
Anlt, k] = alex, er)
fir k,£=1,...,n — 1 erkiirten Steifigkeitsmatrix A, und dem durch
fo = F(pr)

fir £=1,...,n — 1 gebildeten Lastvektor f.



68 5. Gewdohnliche Differentialgleichungen

Fiir die stiickweise linearen Basisfunktionen ¢y () ergibt sich

1
Z fir x € (xg—1, k),
h
’ _ 1
Pr(z) = - fir z € (xg, Tht1),
0 sonst.

Fiir das Modellproblem mit b(z) = ¢(x) = 0 fiir = € (a, b) folgt dann

b

@mm=/%wwwm= h/ (@) gh(x)dz = 0

a (Tr—1,Tr1)N(Te—1,T041)

fiir £ # k, k £+ 1. Fiir die Diagonaleintriige Ay [k, k| ergibt sich

b Tk Tht1
1 (—1)2 2
Ak = [P = [ aer [ 5hae = 1
a Tk—1 Tk
wahrend fir f = k+1
b Thi1
/ / 1 1 1
Aplk +1,k] = ‘Pk(x)@k+1($)d$ = E(_E)dx = 7
a Th
Apk—1,8] = —+
h ) = 5

A, = c Rn=Dx(n=1)

SRS
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