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Automatisdie Positionierungron FEM-Netzen

Peter Urthaler, Genther Of und Olaf Steinbadch

Zusammenfassung
Im Automobilbau sind einerseitsglobale Simulationen wie beispielsweise Crash-
beredcinungenund lokale Simulationen zur Beredinung der elastisden Verformungen
notwendig. Dies verlangt die Verwendungunterschiedlicher Netze und folglich die Ab-
bildung der physikalischen Gre en zwischen den versdiedenenNetzen. Dies erfordert
die Zuordnung verstiedenerteils verformter Netze.

1 Problemstellung und grundlegende Idee

Zwei Ober achennetzeeinesWerksteickes sollen zueinandermeglichst optimal positioniert
werden. Die beidenNetze ertstehen folgenderma en:Zuerst wird dasWerksteck vernetzt,
im Ansdhlussleicht verformt, wobei auch Rander abgesbnitten werdenkennen.Nun wird
das verformte und meglicherweise etwas kleinere Werksteick erneut vernetzt. Zusatzlich
kann eineder beidenVernetzungenstark adaptiv sein,wahrendim anderenFall dasWerk-
stuck gleiclhmassigvernetzt wird. Abbildung 1 zeigt zwei solde NetzeeinesBauteils. Dabei
bestireibt daslinke Netz nur einen Aussainitt desBauteils.

Abbildung 1: Zwei Beispielnetze

Um die optimale Lage der beiden Netze zueinanderzu nden, musszuerstein geeignetes
Kriterium de niert werden, mit Hilfe dessendie Lage der beiden Netze beurteilt werden
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kann. Die grundlegendeldee dabei ist, zuerst eine grobe Vorpositionierung vorzunehmen
und im Ansdlusskann unter VerwendungeinesgeeignetembsdlussessieheAbbildung 2,

dasVolumenzwisdhen den Ober adenals Kriterium verwendetwerden.Die Minimierung

desVolumenserfolgt durch Translation und Rotation deszweiten Netzes,bis die optimale

Lage gefundenwird. Fur die Minimierung wird hier ein modi ziertes Gradientenverfahren
eingesetzt.

Abbildung 2: Bildung einesAbsdluss

2 Bestimm ung des Volumens

2.1 Vorp ositionierung

Um eine Vorpositionierung durchfehren zu kennen, meissenpro Netz drei Knoten vom
Benutzer vorgegelen werden. Daraufhin wird der quadratische Abstand dieser Knoten
minimiert und somit beide Netze optimal positioniert. Es bleibt also

x3
min  KTX, Ynk5

n=1

zu minimieren, wobei T die Abbildung, die sich aus den Translationen und Rotationen
zusammensetztbestreibt. x1;X5; X3 sind drei Punkte aus dem ersten Ober achennetz
und vyi;Y»;ys die Punkte aus dem zweiten Ober adhennetz. Zuerst wird dabei nur die
Translation betrachtet, und esergibt sich als Bedingungfer das Minimum:

x3 x3
Xp = Yn:

n=1 n=1
Diese Bedingung lasst sich erfellen, indem man beide Stwerpunkte eibereinanderlegt.
Zusatzlich wird der Schwerpunkt noch in den Ursprung verstoben.
Durch die drei Punkte pro Netz werdenzwei Ebenenvorgegelen. Indem man beideEbenen
in die xy-Ebenedreht, eliminiert man zwei weitere Freiheitsgrade.Der letzte Drehwinkel
fur die Abstandsminimierungergibt sich als

=y XitYin ¥t Xi2Yiz



2.2 Bildung des Abschlusses

Nachdem beide Netze nun vorpositioniert wurden, fehlt noch ein geeigneterAbsdluss,um
ein Volumen bestimmen zu kennen. Dieser Abschluss wird ebenfalls durch den Benutzer
in Form von Punkten auf einemder beidenNetze vorgegelen. DieserBereich wird auf das
andereNetz projiziert. Als Projektionsrichtung wird aufgrund der Vorpositionierungdie z-
Richtung verwendet. Die Abscluss achenwerdennicht vernetzt, da siebei der Beredinung
desVolumensspater nicht benstigt werden.

2.3 Berechnung des Volumens

Nachdem ein Absdcluss gefundenwurde, kann das Volumen beredinet werden. Dazu wird

der Integralsatz von Gauss
Z Z

div f(x) dx=  f(x) n(x) ds,

verwendet. Durch diesenSatzkann ein Volumenintegral auf ein Ober adenintegral zureick-
gekihrt werden.f (x) ist dabei eine beliebigezweimal stetig di erenzierbare Funktion und
n(x) ist der Normalvektor auf dem Rand, der nach au en zeigt.

Setzt man fur f (x) = (0;0;z)”, so ergibt sich fur die Divergenzder Funktion der Wert
eins.Aus dem Integralsatzzvon Gaussfolgt also

X
dx = zn,ds, = zn,ds,:

Auf dieseWeisekann dasVolumenirtegral auf eineSummevon Ober adenintegralezureck-
gekhrt werden.Bei Elemerten mit einemNormalvektor der orthogonal zur z-Achsesteh,

verstiwindet das Integral, und so kennendieseElemene bei der Berecinung der Summe
weggelassenverden. Nach Konstruktion stelt der gesante Absdluss orthogonal auf der
z-Achse.Daher mussder Abschluss nicht vernetzt werden.

Feur ebeneDreiede kann diesesintegral exakt beredinet werden. Bei der Beredinung der
Summeist die Richtung des Normalvektors zu beaditen, da dieserim Integralsatz von
Gaussimmer nadch au en zeigenmuss. Betrachtet man ein Ober adhennetz, so sind so-
mit bei benatbarten Dreieden die Vorzeiden dann gleidh, wenn die Kante zwisden den
Dreieken keine Scnittk ante ist. Entlang einer Scnittk ante dreht sich die Richtung des
Normalvektors um. Die Scnittk anten meissenalso exakt bestimmt werden.

Zur Beretinung desVolumensmessenzuerstdie Integralealler Dreiede beretinet werden,
und im Ansdluss messendieselntegrale mit richtigem Vorzeidhen aufsummiert werden.
Der Algorithmus wird im folgendenAbsdnitt etwas genauerbestrieben.

2.3.1 Aufsummierung wber die Dreiec ke

Zuerst startet man an einer Scnittk ante und sudt die vier passenderElemerte zu dieser
Kante. In diesenDreieken kann die Richtungen der Normalvektoren bestimmt werden.
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Ein Beispiel fur dieseBestimmung sielt man in Abbildung 3. Ausgehendvon diesenEle-
merten werdennun die Vorzeidhen der Nachbarelemene durch Bbergangeber die Kanten
bestimmt. Dabei koennendrei Falle auftreten:

Falls die Kante eine Scnittk ante ist, andert sich die Richtung desNormalvektors.

Im Falle einer Kante, die durch die Bildung des Abscdlussesertstanden ist, muss
gestopptwerden.

Falls die Kante wedereine Scnitt- noch eine Absdlusskante ist, bleibt die Richtung
desNormalvektors gleidc.

Sind alle Elemerte berudcksidhtigt worden, ist das Volumen komplett beretinet.

Abbildung 3: Zwei Ober achenetzemit Normalvektoren

2.4 Bestimm ung der Schnitte der Netze

Um das Volumen beredinen zu kennen, meissenbeide Netze miteinander gestinitten wer-
den. Wenn zwei Elemerte gestinitten werden,wird zuerstdie Sdnittk ante ermittelt und

im AnschlusswerdenbeideDreiede neuvernetzt. Dreiedke zerfallendabeiin Unterdreiede.

Wird dasDreiedk noch von anderenDreiedken gestinitten, mussmit allen Unterdreiedken
getestetund meglicherweiseaud gesanitten werden.

Alle bisher besdiriebenenTeile desAlgorithmus kennenin einer Laufzeit von O(N; + Ny)

realisiert werden, wobei N; die Anzahl der Dreieke desi-ten Netzesbezeitinet. Dies ist

beim Sdneiden nicht ohne weiteres mehr meglich, da jedes Elemen des ersten Netzes
mit jedem Elemert des zweiten Netzesauf einen Scnitt getestet werden muss. Da der
eigertliche Scneidealgorithnmus au erst komplex und somit aud rechenzeitaufwandig ist,

ist einee zien te Auswahlregelnotwendig.

JedesElemen wir dazuin eine Kugel eingeshlossen.Anstatt die Dreiedke auf Scnitt zu
testen, testet man zuerstdie zugehorigenKugeln auf Scnitt. Dazu musseiberpreift werden,
ob der Abstand der beidenMittelpunkte kleiner ist als die Summeder Radien der beiden
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Kugeln. Falls die Bedingung erfullt ist, wird der Sdneidealgorithnus auf diese beiden
Dreiedke angevandt. Somit mussder eigertliche Sthneidealgorithrmus pro Elemert nur mehr
auf eine bestirankte Anzahl von Elemerien angevendet werden, was zu einer enormen
Laufzeitverbesserungdehrt. In der Vorauswahl bleibt die Abhangigkeit von O(N;N>) jedoch
erhalten. Nur durch Einfehrung einer geeigneterhierarchischen Struktur kennte eine fast
lineare Laufzeit realisiert werden.

3 Minimierung

3.1 Funktion in der Umgebung des Minim ums

Um einengeeigneterAlgorithmus zur LesungdiesesProblemszu nden, wird zunadst die
Funktion in der UmgebungdesMinimums ertlang der seds Freiheitsgradebetrachtet. Es
wurde das Beispielaus Abschnitt 4.3 verwendet. In diesemBeispielwird zweimal dasselle
Ober adchennetzverwendet. Dadurch ist das Minimum exakt bekannt.

(a) Translation in x (b) Translation in y (c) Translation in z

Abbildung 4: Funktion in UmgebungdesMinimums

Wie sich in der Abbildung 4 zeigt, ist die Funktion wederim Minimum di erenzierbar noch
in desserlJmgebungkonvex. Die Freiheitsgradeder Rotation zeigenein nahezuidentisches
Verhalten, weshalbdie Funktionen in die Richtungen dieserFreiheitsgradenicht dargestellt
werden. Obwohl essdeint, dassdie Funktion nur ein Minimum hat, haben Beispielege-
zeigt, dassdies nicht immer der Fall ist, sondernsehr wohl auch mehrerelokale Minima
auftreten kennen.Bei eblicherweiseverwendetenVerfahrenbestelt au erdem noch ein viel
shwerwiegendere®roblem. Ublicherweisewird ein Minimum gesutit, indemdie Gleichung
r f(x) = 0 gelst wird. Diese Verfahren brechen ab, falls diese Gleichung gereigend gut
gebst ist, alsodie Norm desGradienten klein gerug ist. Bei dieserFunktion wird der Gra-
dient jedoch nie Null. Somit kennenVerfahrenwie das Newton-Verfahrenoder Varianten
des Newton-Verfahrens, siehe beispielsweise [1, 2], also nicht ohne Modi k ationen ange-
wandt werden. Ein Verfahren, das verwendet werden kann, ist das Gradientenverfahren,
sieheAlgorithmus 1.



Algorithm 1 Gradientenverfahren

Weahle 2 (0;1); 2 (0;1);" O

while kr f (Q)k > " do
d:= r f(0) fMit f () wird die Funktion desVolumensbezeitinet.g
t:=maxt j =012, gmit

fd) f@+ trf(x)'d

move(td) fEs wird das zweite Ober achennetz vershoben, wodurch sich der Null-
punkt andert.g

end while

3.2 Modik ationen des Gradien tenverfahren

DasGradienenverfahrenkann jedoch nicht direkt angevendetwerden.Es stellensic einige
Probleme:

1. Der Gradient ist nicht analytisch berederbar.
2. Die Startsuchlangety = 1 kann au erhalb deserlaubten Bereicdhesliegen.

3. Die Sdritt weitenstrategieist zufallig, und eswird nicht das Minimum ertlang des
Gradienten genommen.Dies sorgt fer viele zusatzliche Iterationssdiritte.

4. Das mbliche Abbruchkriterium wird nie erreidt.

Um nun dieseProblemezu beseitigen,sind einige Modi k ationen notwendig:
1. Der Gradient wird numerisd angerahert.
2. Die maximale Sudlangewird eingeshrankt.
3. Die optimale Sduritt weite wird durch Intervallschachtelung bestimnt.
4

. Falls die Norm der Anderung der Versdiebung kleiner als ein vorgegelenes" ist,
wird das Gradientenverfahrenabgebrahen.

Selbst durch diese Modi k ationen konvergiert das Gradientenverfahren nicht immer. Es
sind weitere Modi k ationen notwendig.

Weitere Mo dik ationen: Skalierung und Elimination

Man stelle sich als einfadies Beispiel zwei Ebenenvor, die aufeinandergelegtwerden sol-
len. Betrachtet man die sets Freiheitsgrade,fallt auf, dassdie Volumensnderungdurch
Translation um einenvorgegelenenWert viel kleiner ist als ein Volumen&anderungdurch
eineRotation um densellen Wert. Diesmussausgeglibenwerden,da sonstimmer versudit
wird in der dominierendenRichtung zu optimieren.
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Abbildung 5: Vergleid der Volumen®&nderung

Wie aus Abbildung 5 ersiditlich ist, mussfur den Winkel = arctan(4 z=") gelten,um
dieselle Volumenanderungzu erreichen. Somit kann die Dominanz der Rotation beholen
werden.

Jedach kennenweiterhin gewisseFreiheitsgradeeiber anderedominieren. Betrachtet man
Abbildung 4, so wird ersiditlich, dassder Gradient in diesemBeispiel in Richtung der
Translation in z etwa 10-malgre er ist, alsin Richtung der beidenanderenTranslationen.
Diese Untersdhiede lassensich aber nicht mehr so einfach behelken. Daher wird versudit
das Gradientenverfahren erispredhend anzupassen.

Wie bereits bekannt wird der Gradient nie zu Null. Das bedeutet, das bereits optimierte
Richtungennicht ausdem Gradienten verstcwinden. Das Gradientenverfahrenversudit das
Volumenin einerbereitsoptimierten Richtung zu verbessernDa esin dieseRichtung jedoch
kaum noch Verbesserungsmglichkeiten gibt, bricht der Algorithm uslaut Abbruchkriterium

ab, obwohl nur die Hauptrichtung optimiert wordenist. Dieskannumgangerwerden,indem
die Hauptrichtung aus dem Gradiernten eliminiert wird, falls sich das Volumen nicht mehr
gerugendandert. Es wird der betragsma ig gre te Wert im Gradierten gleich Null gesetzt.
Dies kann so lange gestiehen,bis der Gradient gleich Null ist. Hat der Algorithmus feinf-
mal eliminiert und das Volumen dabei nicht verkleinern kennen, bricht der Algorithmus
ab. In numeristen Beispielenkonnte so Konvergenzerreidit werden.

3.3 Weitere Metho den

Es wurden neben dem Gradientenverfahren noch weitere Methoden getestet:

Eswurde die\Sequertial RespnseSurfaceMethod ausdem Programm Hyperstudy
verwendet, siehebeispielsveise[3].

Durch eine Quadratur der Funktionswerte konnte das Newtonverfahren angevendet
werden.Auf dieselle Weisewie dasGradientenverfahren,wurde auch dasNewtorver-
fahren modi ziert. Ohne dieseModi k ationen konnten keine Konvergenzfestgestellt
werden.
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4 Numerisc he Beispiele

4.1 Sequential Response Surface Metho d

Es wurde die \Sequertial Resmpnse SurfaceMethod\, die im Programm Hyperstudy zur
Verfugung stand, getestet. Zum Test wurden die beiden Ober achennetzeaus Abbildung
1 verwendet.

Sdaritt | Volumen | Sdritt | Volumen | Saritt | Volumen

1435010 7| 3140180 60| 342560
3306090 8| 1427780 61| 276610
1464740 9| 1107880 75| 262525

2467870 20| 982583 80| 367154
2931080 40| 786267 90| 291644
1139020 50| 682200 100| 278872

OO0, WN B

Tabelle 1: Sequetial RespnseSurfaceMethod

Zu Beginnder Optimierung springendie Zielfunktionswerte desAlgorithmus, sieheTabelle
1. Ab der zehrten Iteration etwa beginrt er jedoch stetig in kleinen Sdritten dasVolumen
zu minimieren. Diese Minimierung endet jedoch im Sdritt 61. Ab diesemSdiritt bewegt
sich der Wert desVolumensnur mehr zwisdien ca. 250000und 350000 Da der Optimalwert
jedoch bei ca. 95000liegt, ist die Ungenauiglkeit doch sehrhoch. Auch durch Erhehung der
programminternen Genauigleit konnte kein besseregrgebniserzielt werden. Auch andere
Beispielezeigenbei diesemOptimierungs\verfahrenein ahnlichesVerhalten.

4.2 Frehzeitige Elimination

In diesemBeispielwurden zwei Ebenenmit verstiiedenenVernetzungenverwendet. In der
Ausgangslageast eine der beiden Ebenenleicht verdreht, wie in Abbildung 6 zu sehenist.

Abbildung 6: Zwei Ebenen

Der Minimalwert ist somit bekannt und betragt Null. DiesesBeispiel zeigt, wie wichtig
Eliminieren der Hauptrichtung nicht nur fur das BestimmeneinesMinimums ist, sondern
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audch wie dramatisch die Elimination die Konvergenzgeswindigkeit erhehen kann. Bei
der ersten Beredtinung, siehe Tabelle 2 links, wird erst eliminiert, sobald ein megliches
Minimum erreicht wird. Im zweiten Anlauf, sieheTabelle 2 redhts, wird bereits eliminiert,

sobaldsich das Volumenin einem Sdritt nicht gereigendverkleinert.

Sdritt | Volumen | Sdritt | Volumen Sdritt | Volumen
1 260.3 7 61 1 260.3
2 259.4 8 44 2 96
3 175 9 39 3 0.74
4 131 10 33 4 0.06
5 99 5 0.06
6 76 40 0.28 6 0.001

Tabelle 2: Zwei Ebenenohneund mit frehzeitiger Elimination

Eszeigtsich einedramatische Bestleunigungder IterationszahlendesGradientenverfahren
von 40 auf 6 durch dasfrehzeitige Eliminieren. Auch in samtlichen anderenBeispielenzeigt
sich ein sdhnellereKonvergenzdurch frehzeitigesEliminieren, jedoch kann nicht immer eine
derart gro e Verbesserungestgestelltwerden.

4.3 Beispiel mit bekanntem Minim um

In folgendemBeispielwurde zweimal dasselle Ober achennetzausAbbildung 7 verwendet.
Zur Vorpositionierung werden versdiedenePunkte verwendet, wodurch die beiden Netze
in der Ausgangslagdeicht versdioben und verdreht zueinanderliegen. Da dasselle Netz
zweimal verwendet wird, betragt der Minimalwert Null. In diesem Beispiel wurde mit
frehzeitiger Elimination geretinet.

Abbildung 7: Ober adhennetz
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Sdritt | Volumen | Sdritt | Volumen | Scritt | Volumen
1 81260 7 18760 30 268
2 61260 8 12432 31 256
3 39104 9 10753 36 234
4 29515 19 670 40 230
5 23979 20 491 41 229
6 19587 21 414 50 229

Tabelle 3: Beispielmit bekanntem Minimum

Aufgrund der komplexerenGeometriealsin Abscnitt 4.2erheht sich in diesemBeispieldie
Iterationszahl, vergleidhe Tabelle 3. Allerdings kennte aber schon ab Iteration 36 abgebro-
chenwerden, da sich im Anscdhlussder Aufwand ferr die relativ geringeVerbesserungicht

mehr redtfertigen lasst. Der erreichte Minimalwert sdheint noch etwasweit vom Minimum

Null ertfernt zu sein. Allerdings besitzt die Geometrieeine Ober acde von ca. 20000und

somit liegt der durchsdnittlic he Abstand zwisdien den beidenOber acdhen bei ca. 0.01.

4.4 Anwendungsb eispiel

In diesemBeispiel wurden die zwei versdhiedenenOber achennetzeaus Abbildung 1 be-
trachtet.

Saritt | Volumen | Sdritt | Volumen | Sdritt | Volumen

432661 7| 107425 13 95531
255867 8| 100334 14 95223
192096 9 99375 15 94985

179654 10 96530 16 94483
148308 11 96086 17 93832
117258 12 95799

OO, WNPE

Tabelle 4: Anwendungsteispiel

Hier scheint die Funktion etwasglatter zu sein.Besondersn den ersten3 Sdritten konver-
giert das Verfahren sdinell und bereits nach 8 Sdiritten ist der Algorithmus in der Nahe
desMinimums, sieheTabelle 4. In diesemBeispiel betragt die Ausdehrung der Geometrie
ca. 100000,wodurch nad 8 Sdiritten ein durchsdnittlic her Abstand von ca. 0.1 erreidit
wird. In der Nahe desMinimums verlangsant sich die Konvergenzdramatisch. In diesem
Beispielist dasminimale Volumennicht Null, da die beidenverwendetenNetzenicht genau
aufeinanderpassen.
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4.5 Newton-V erfahren

Um die Eigensbaften der zu minimierendenFunktion zu verbessernwurde das Quadrat
desVolumensminimiert. Somit konnte ein modi ziertes Newton-Verfahreneingesetztwer-
den. Als Testwurden die beidenNetze aus Abbildung 1 verwendet. Die Werte aus Tabelle
5 zeigeneinehehereKonvergenzrate Allerdings wird nur ein lokalesMinimum in der Nahe
desMinimums, das mit Hilfe des Gradientenverfahrensbestimmt wurde, siehe Absdnitt
4.4, gefunden.

Sdritt | Volumen | Scritt | Volumen
432661 7 157173
210012 8 153229
187317
179654
166318
159510

O, WNPE

Tabelle 5: Anwendungsteispiel

Zusammenfassung und Ausblic k

Es wurde ein Verfahren zur optimalen Positionierung zweier Ober achennetzeentwickelt

und getestet. Dazu wurde das zwisdien den Ober achen eingeshlosseneVolumen mini-

miert. Aufgrund der Eigenstaften deszu minimierendenFunktionals wurden versdiedene
Verfahrengetestetund geeignetangepasstMit Hilfe einesangepassterGradienenverfah-
rens konnte in allen Test- und Anwendungslkeispieleneine Minimierung erreicht werden,
wehrendbeispielsweisedie "Sequetial RespnseSurfaceMethod" zu keinemzufriedenstel-
lenden Ergebnisfehrte.

Die noch erhehten Redenzeitenkennten sich mit Hilfe einer hierarchischen Strategie zur

Bestimmung der Sdnittelemerte deutlich reduzierenlassen.
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