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AutomatischePositionierungvon FEM-Netzen

Peter Urthaler, G•unther Of und Olaf Steinbach

Zusammenfassung

Im Automobilbau sind einerseitsglobale Simulationen wie beispielsweiseCrash-
berechnungenund lokale Simulationen zur Berechnung der elastischen Verformungen
notwendig.Diesverlangt die Verwendungunterschiedlicher Netzeund folglich die Ab-
bildung der physikalischenGr•o�en zwischen den verschiedenenNetzen.Dies erfordert
die Zuordnung verschiedenerteils verformter Netze.

1 Problemstellung und grundlegende Idee

Zwei Ober
 •achennetzeeinesWerkst•uckessollenzueinanderm•oglichst optimal positioniert
werden.Die beidenNetzeentstehen folgenderma�en:Zuerst wird dasWerkst•uck vernetzt,
im Anschluss leicht verformt, wobei auch R•ander abgeschnitten werdenk•onnen.Nun wird
das verformte und m•oglicherweise etwas kleinere Werkst•uck erneut vernetzt. Zus•atzlich
kann eineder beidenVernetzungenstark adaptiv sein,w•ahrendim anderenFall dasWerk-
st•uck gleichm•assigvernetzt wird. Abbildung 1 zeigt zwei solche NetzeeinesBauteils. Dabei
beschreibt das linke Netz nur einenAusschnitt desBauteils.

Abbildung 1: Zwei Beispielnetze

Um die optimale Lage der beidenNetze zueinanderzu �nden, musszuerst ein geeignetes
Kriterium de�niert werden, mit Hilfe dessendie Lage der beiden Netze beurteilt werden
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kann. Die grundlegendeIdee dabei ist, zuerst eine grobe Vorpositionierung vorzunehmen
und im Anschlusskann unter VerwendungeinesgeeignetenAbschlusses,sieheAbbildung 2,
dasVolumenzwischen den Ober
 •achen als Kriterium verwendet werden.Die Minimierung
desVolumenserfolgt durch Translation und Rotation deszweiten Netzes,bis die optimale
Lagegefundenwird. F•ur die Minimierung wird hier ein modi�ziertes Gradientenverfahren
eingesetzt.

Abbildung 2: Bildung einesAbschluss

2 Bestimm ung des Volumens

2.1 Vorp ositionierung

Um eine Vorpositionierung durchf•uhren zu k•onnen, m•ussenpro Netz drei Knoten vom
Benutzer vorgegeben werden. Daraufhin wird der quadratische Abstand dieser Knoten
minimiert und somit beideNetzeoptimal positioniert. Es bleibt also

min
3X

n=1

kTxn � ynk2
2

zu minimieren, wobei T die Abbildung, die sich aus den Translationen und Rotationen
zusammensetzt,beschreibt. x1; x2; x3 sind drei Punkte aus dem ersten Ober
 •achennetz
und y1; y2; y3 die Punkte aus dem zweiten Ober
 •achennetz. Zuerst wird dabei nur die
Translation betrachtet, und esergibt sich als Bedingungf•ur dasMinimum:

3X

n=1

xn =
3X

n=1

yn :

Diese Bedingung l•asst sich erf•ullen, indem man beide Schwerpunkte •ubereinander legt.
Zus•atzlich wird der Schwerpunkt noch in den Ursprung verschoben.
Durch die drei Punkte pro Netz werdenzwei Ebenenvorgegeben. Indem man beideEbenen
in die xy-Ebenedreht, eliminiert man zwei weitere Freiheitsgrade.Der letzte Drehwinkel
f•ur die Abstandsminimierungergibt sich als

� =
3X

i =1

x i 2yi 1 � x i 1yi 2

x i 1yi 1 + x i 2yi 2
:
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2.2 Bildung des Absc hlusses

NachdembeideNetzenun vorpositioniert wurden, fehlt noch ein geeigneterAbschluss,um
ein Volumen bestimmenzu k•onnen. Dieser Abschluss wird ebenfalls durch den Benutzer
in Form von Punkten auf einemder beidenNetzevorgegeben. DieserBereich wird auf das
andereNetz projiziert. Als Projektionsrichtung wird aufgrund der Vorpositionierungdie z-
Richtung verwendet.Die Abschluss
•achenwerdennicht vernetzt, da siebei der Berechnung
desVolumenssp•ater nicht ben•otigt werden.

2.3 Berechnung des Volumens

Nachdem ein Abschlussgefundenwurde, kann dasVolumenberechnet werden.Dazu wird
der Integralsatzvon Gauss

Z



div f (x) dx =

Z

�
f (x) � n(x) dsx

verwendet.Durch diesenSatzkann ein Volumenintegral auf ein Ober
 •achenintegral zur•uck-
gef•uhrt werden. f (x) ist dabei einebeliebigezweimal stetig di�erenzierbare Funktion und
n(x) ist der Normalvektor auf dem Rand, der nach au�en zeigt.
Setzt man f•ur f (x) = (0; 0; z)> , so ergibt sich f•ur die Divergenzder Funktion der Wert
eins.Aus dem Integralsatzvon Gaussfolgt also

Z



dx =

Z

�
z nzdsx =

X

`

Z

� `

z nzdsx :

Auf dieseWeisekanndasVolumenintegral auf eineSummevon Ober
 •achenintegralezur•uck-
gef•uhrt werden.Bei Elementen mit einemNormalvektor der orthogonal zur z-Achsesteht,
verschwindet das Integral, und so k•onnendieseElemente bei der Berechnung der Summe
weggelassenwerden. Nach Konstruktion steht der gesamte Abschluss orthogonal auf der
z-Achse.Daher mussder Abschlussnicht vernetzt werden.
F•ur ebeneDreiecke kann diesesIntegral exakt berechnet werden.Bei der Berechnung der
Summe ist die Richtung des Normalvektors zu beachten, da dieser im Integralsatz von
Gaussimmer nach au�en zeigenmuss. Betrachtet man ein Ober
 •achennetz, so sind so-
mit bei benachbarten Dreiecken die Vorzeichen dann gleich, wenn die Kante zwischen den
Dreiecken keine Schnittk ante ist. Entlang einer Schnittk ante dreht sich die Richtung des
Normalvektors um. Die Schnittk anten m•ussenalsoexakt bestimmt werden.

Zur Berechnung desVolumensm•ussenzuerstdie Integralealler Dreiecke berechnet werden,
und im Anschluss m•ussendieseIntegrale mit richtigem Vorzeichen aufsummiert werden.
Der Algorithmus wird im folgendenAbschnitt etwas genauerbeschrieben.

2.3.1 Aufsummierung •ub er die Dreiec ke

Zuerst startet man an einer Schnittk ante und sucht die vier passendenElemente zu dieser
Kante. In diesenDreiecken kann die Richtungen der Normalvektoren bestimmt werden.
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Ein Beispiel f•ur dieseBestimmung sieht man in Abbildung 3. Ausgehendvon diesenEle-
menten werdennun die Vorzeichen der Nachbarelemente durch •Ubergang•uber die Kanten
bestimmt. Dabei k•onnendrei F•alle auftreten:

� Falls die Kante eineSchnittk ante ist, •andert sich die Richtung desNormalvektors.

� Im Falle einer Kante, die durch die Bildung des Abschlussesentstanden ist, muss
gestopptwerden.

� Falls die Kante wedereineSchnitt- noch eineAbschlusskante ist, bleibt die Richtung
desNormalvektors gleich.

Sind alle Elemente ber•ucksichtigt worden, ist dasVolumen komplett berechnet.

Abbildung 3: Zwei Ober
 •achenetzemit Normalvektoren

2.4 Bestimm ung der Schnitte der Netze

Um dasVolumenberechnen zu k•onnen,m•ussenbeideNetzemiteinander geschnitten wer-
den. Wenn zwei Elemente geschnitten werden,wird zuerst die Schnittk ante ermittelt und
im AnschlusswerdenbeideDreieckeneuvernetzt. Dreieckezerfallendabei in Unterdreiecke.
Wird dasDreieck noch von anderenDreiecken geschnitten, mussmit allen Unterdreiecken
getestetund m•oglicherweiseauch geschnitten werden.
Alle bisher beschriebenenTeile desAlgorithmus k•onnenin einer Laufzeit von O(N1 + N2)
realisiert werden, wobei N i die Anzahl der Dreiecke des i-ten Netzesbezeichnet. Dies ist
beim Schneiden nicht ohne weiteres mehr m•oglich, da jedes Element des ersten Netzes
mit jedem Element des zweiten Netzesauf einen Schnitt getestet werden muss. Da der
eigentliche Schneidealgorithmus •au�erst komplex und somit auch rechenzeitaufw•andig ist,
ist einee�zien te Auswahlregelnotwendig.
JedesElement wir dazu in eineKugel eingeschlossen.Anstatt die Dreiecke auf Schnitt zu
testen,testet man zuerstdie zugeh•origenKugeln auf Schnitt. Dazumuss•uberpr•uft werden,
ob der Abstand der beidenMittelpunkte kleiner ist als die Summeder Radien der beiden
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Kugeln. Falls die Bedingung erf•ullt ist, wird der Schneidealgorithmus auf diese beiden
Dreieckeangewandt. Somit mussder eigentlicheSchneidealgorithmuspro Element nur mehr
auf eine beschr•ankte Anzahl von Elementen angewendet werden, was zu einer enormen
Laufzeitverbesserungf•uhrt. In der Vorauswahl bleibt die Abh•angigkeit von O(N1N2) jedoch
erhalten. Nur durch Einf•uhrung einer geeignetenhierarchischen Struktur k•onnte eine fast
lineare Laufzeit realisiert werden.

3 Minimierung

3.1 Funktion in der Umgebung des Minim ums

Um einengeeignetenAlgorithmus zur L•osungdiesesProblemszu �nden, wird zun•achst die
Funktion in der UmgebungdesMinimums entlang der sechs Freiheitsgradebetrachtet. Es
wurde dasBeispielausAbschnitt 4.3 verwendet. In diesemBeispielwird zweimal dasselbe
Ober
 •achennetzverwendet. Dadurch ist dasMinimum exakt bekannt.
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Abbildung 4: Funktion in UmgebungdesMinimums

Wie sich in der Abbildung 4 zeigt, ist die Funktion wederim Minimum di�erenzierbar noch
in dessenUmgebungkonvex. Die Freiheitsgradeder Rotation zeigenein nahezuidentisches
Verhalten,weshalbdie Funktionen in die Richtungen dieserFreiheitsgradenicht dargestellt
werden. Obwohl esscheint, dassdie Funktion nur ein Minimum hat, haben Beispielege-
zeigt, dassdies nicht immer der Fall ist, sondernsehr wohl auch mehrerelokale Minima
auftreten k•onnen.Bei •ublicherweiseverwendetenVerfahrenbesteht au�erdem noch ein viel
schwerwiegenderesProblem. •Ublicherweisewird ein Minimum gesucht, indemdie Gleichung
r f (x) = 0 gel•ost wird. DieseVerfahren brechen ab, falls dieseGleichung gen•ugend gut
gel•ost ist, alsodie Norm desGradienten klein genug ist. Bei dieserFunktion wird der Gra-
dient jedoch nie Null. Somit k•onnenVerfahrenwie das Newton-Verfahrenoder Varianten
des Newton-Verfahrens,siehebeispielsweise [1, 2], also nicht ohne Modi�k ationen ange-
wandt werden. Ein Verfahren, das verwendet werden kann, ist das Gradientenverfahren,
sieheAlgorithmus 1.
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Algorithm 1 Gradientenverfahren

W•ahle � 2 (0; 1); � 2 (0; 1); " � 0
while kr f (0)k > " do

d := �r f (0) f Mit f () wird die Funktion desVolumensbezeichnet.g
t := maxf � ` j` = 0; 1; 2; � � � g mit

f (td) � f (0) + � tr f (x)T d
move(tdk) f Es wird das zweite Ober
 •achennetz verschoben, wodurch sich der Null-
punkt •andert.g

end while

3.2 Mo di�k ationen des Gradien ten verfahren

DasGradientenverfahrenkann jedoch nicht direkt angewendetwerden.Esstellensich einige
Probleme:

1. Der Gradient ist nicht analytisch berechenbar.

2. Die Startsuchl•angetk = 1 kann au�erhalb deserlaubten Bereichesliegen.

3. Die Schritt weitenstrategie ist zuf•allig, und es wird nicht das Minimum entlang des
Gradienten genommen.Dies sorgt f•ur viele zus•atzliche Iterationsschritte.

4. Das •ubliche Abbruchkriterium wird nie erreicht.

Um nun dieseProblemezu beseitigen,sind einigeModi�k ationen notwendig:

1. Der Gradient wird numerisch angen•ahert.

2. Die maximale Suchl•angewird eingeschr•ankt.

3. Die optimale Schritt weite wird durch Intervallschachtelung bestimmt.

4. Falls die Norm der •Anderung der Verschiebung kleiner als ein vorgegebenes" ist,
wird dasGradientenverfahrenabgebrochen.

Selbst durch dieseModi�k ationen konvergiert das Gradientenverfahren nicht immer. Es
sind weitere Modi�k ationen notwendig.

Weitere Mo di�k ationen: Skalierung und Elimination

Man stelle sich als einfachesBeispiel zwei Ebenenvor, die aufeinandergelegtwerdensol-
len. Betrachtet man die sechs Freiheitsgrade,f•allt auf, dassdie Volumens•anderungdurch
Translation um einenvorgegebenenWert viel kleiner ist als ein Volumens•anderungdurch
eineRotation um denselbenWert. Diesmussausgeglichenwerden,da sonstimmer versucht
wird in der dominierendenRichtung zu optimieren.
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Abbildung 5: Vergleich der Volumens•anderung

Wie aus Abbildung 5 ersichtlich ist, mussf•ur den Winkel � = arctan(4 � z=`) gelten, um
dieselbe Volumens•anderungzu erreichen. Somit kann die Dominanzder Rotation behoben
werden.
Jedoch k•onnenweiterhin gewisseFreiheitsgrade•uber anderedominieren.Betrachtet man
Abbildung 4, so wird ersichtlich, dass der Gradient in diesemBeispiel in Richtung der
Translation in z etwa 10-malgr•o�er ist, als in Richtung der beidenanderenTranslationen.
DieseUnterschiede lassensich aber nicht mehr so einfach beheben. Daher wird versucht
dasGradientenverfahrenentsprechend anzupassen.

Wie bereits bekannt wird der Gradient nie zu Null. Das bedeutet, das bereits optimierte
Richtungennicht ausdemGradienten verschwinden.DasGradientenverfahrenversucht das
Volumenin einerbereitsoptimierten Richtung zuverbessern.Da esin dieseRichtung jedoch
kaumnoch Verbesserungsm•oglichkeiten gibt, bricht derAlgorithmuslaut Abbruchkriterium
ab, obwohl nur die Hauptrichtung optimiert wordenist. Dieskannumgangenwerden,indem
die Hauptrichtung ausdem Gradienten eliminiert wird, falls sich dasVolumen nicht mehr
gen•ugend•andert. Es wird der betragsm•a�ig gr•o�te Wert im Gradienten gleich Null gesetzt.
Dies kann so langegeschehen,bis der Gradient gleich Null ist. Hat der Algorithmus f•unf-
mal eliminiert und das Volumen dabei nicht verkleinern k•onnen, bricht der Algorithmus
ab. In numerischen Beispielenkonnte soKonvergenzerreicht werden.

3.3 Weitere Metho den

Es wurden neben dem Gradientenverfahrennoch weitere Methoden getestet:

� Es wurde die\Sequential ResponseSurfaceMethod\ ausdemProgrammHyperstudy
verwendet, siehebeispielsweise[3].

� Durch eineQuadratur der Funktionswerte konnte das Newtonverfahrenangewendet
werden.Auf dieselbe Weisewie dasGradientenverfahren,wurdeauch dasNewtonver-
fahren modi�ziert. Ohne dieseModi�k ationen konnten keineKonvergenzfestgestellt
werden.
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4 Numerisc he Beispiele

4.1 Sequential Response Surface Metho d

Es wurde die \Sequential ResponseSurfaceMethod\, die im Programm Hyperstudy zur
Verf•ugung stand, getestet.Zum Test wurden die beiden Ober
 •achennetzeaus Abbildung
1 verwendet.

Schritt Volumen Schritt Volumen Schritt Volumen
1 1435010 7 3140180 60 342560
2 3306090 8 1427780 61 276610
3 1464740 9 1107880 75 262525
4 2467870 20 982583 80 367154
5 2931080 40 786267 90 291644
6 1139020 50 682200 100 278872

Tabelle 1: Sequential ResponseSurfaceMethod

Zu Beginnder Optimierung springendie Zielfunktionswerte desAlgorithmus,sieheTabelle
1. Ab der zehnten Iteration etwa beginnt er jedoch stetig in kleinenSchritten dasVolumen
zu minimieren. DieseMinimierung endet jedoch im Schritt 61. Ab diesemSchritt bewegt
sich der Wert desVolumensnur mehr zwischenca.250000und 350000.Da der Optimalwert
jedoch bei ca. 95000liegt, ist die Ungenauigkeit doch sehrhoch. Auch durch Erh•ohung der
programminternen Genauigkeit konnte kein besseresErgebniserzielt werden.Auch andere
Beispielezeigenbei diesemOptimierungsverfahrenein •ahnlichesVerhalten.

4.2 Fr •uhzeitige Elimination

In diesemBeispielwurden zwei Ebenenmit verschiedenenVernetzungenverwendet. In der
Ausgangslageist eineder beidenEbenenleicht verdreht, wie in Abbildung 6 zu sehenist.

Abbildung 6: Zwei Ebenen

Der Minimalwert ist somit bekannt und betr•agt Null. DiesesBeispiel zeigt, wie wichtig
Eliminieren der Hauptrichtung nicht nur f•ur das BestimmeneinesMinimums ist, sondern
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auch wie dramatisch die Elimination die Konvergenzgeschwindigkeit erh•ohen kann. Bei
der ersten Berechnung, sieheTabelle 2 links, wird erst eliminiert, sobald ein m•ogliches
Minimum erreicht wird. Im zweiten Anlauf, sieheTabelle 2 rechts, wird bereits eliminiert,
sobaldsich dasVolumen in einemSchritt nicht gen•ugendverkleinert.

Schritt Volumen Schritt Volumen
1 260.3 7 61
2 259.4 8 44
3 175 9 39
4 131 10 33
5 99
6 76 40 0.28

Schritt Volumen
1 260.3
2 96
3 0.74
4 0.06
5 0.06
6 0.001

Tabelle 2: Zwei Ebenenohneund mit fr •uhzeitiger Elimination

Eszeigtsich einedramatischeBeschleunigungder IterationszahlendesGradientenverfahren
von 40auf 6 durch dasfr •uhzeitigeEliminieren. Auch in s•amtlichenanderenBeispielenzeigt
sich ein schnellereKonvergenzdurch fr •uhzeitigesEliminieren, jedoch kann nicht immer eine
derart gro�e Verbesserungfestgestelltwerden.

4.3 Beispiel mit bekanntem Minim um

In folgendemBeispielwurdezweimal dasselbeOber
 •achennetzausAbbildung 7 verwendet.
Zur Vorpositionierung werden verschiedenePunkte verwendet, wodurch die beidenNetze
in der Ausgangslageleicht verschoben und verdreht zueinanderliegen. Da dasselbe Netz
zweimal verwendet wird, betr•agt der Minimalwert Null. In diesem Beispiel wurde mit
fr •uhzeitiger Elimination gerechnet.

Abbildung 7: Ober
 •achennetz
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Schritt Volumen Schritt Volumen Schritt Volumen
1 81260 7 18760 30 268
2 61260 8 12432 31 256
3 39104 9 10753 36 234
4 29515 19 670 40 230
5 23979 20 491 41 229
6 19587 21 414 50 229

Tabelle 3: Beispielmit bekanntem Minimum

Aufgrund der komplexerenGeometrieals in Abschnitt 4.2erh•oht sich in diesemBeispieldie
Iterationszahl, vergleiche Tabelle 3. Allerdings k•onnte aber schon ab Iteration 36 abgebro-
chen werden,da sich im Anschlussder Aufwand f•ur die relativ geringeVerbesserungnicht
mehr rechtfertigen l•asst.Der erreichte Minimalwert scheint noch etwasweit vom Minimum
Null entfernt zu sein. Allerdings besitzt die GeometrieeineOber
 •ache von ca. 20000und
somit liegt der durchschnittlic he Abstand zwischen den beidenOber
 •achen bei ca. 0.01.

4.4 An wendungsb eispiel

In diesemBeispiel wurden die zwei verschiedenenOber
 •achennetzeaus Abbildung 1 be-
trachtet.

Schritt Volumen Schritt Volumen Schritt Volumen
1 432661 7 107425 13 95531
2 255867 8 100334 14 95223
3 192096 9 99375 15 94985
4 179654 10 96530 16 94483
5 148308 11 96086 17 93832
6 117258 12 95799

Tabelle 4: Anwendungsbeispiel

Hier scheint die Funktion etwasglatter zu sein.Besondersin denersten3 Schritten konver-
giert das Verfahren schnell und bereits nach 8 Schritten ist der Algorithmus in der N•ahe
desMinimums, sieheTabelle 4. In diesemBeispielbetr•agt die Ausdehnung der Geometrie
ca. 100000,wodurch nach 8 Schritten ein durchschnittlic her Abstand von ca. 0.l erreicht
wird. In der N•ahe desMinimums verlangsamt sich die Konvergenzdramatisch. In diesem
Beispielist dasminimale Volumennicht Null, da die beidenverwendetenNetzenicht genau
aufeinanderpassen.
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4.5 Newton-V erfahren

Um die Eigenschaften der zu minimierendenFunktion zu verbessern,wurde das Quadrat
desVolumensminimiert. Somit konnte ein modi�ziertes Newton-Verfahreneingesetztwer-
den. Als Test wurden die beidenNetzeausAbbildung 1 verwendet. Die Werte ausTabelle
5 zeigeneineh•ohereKonvergenzrate.Allerdings wird nur ein lokalesMinimum in der N•ahe
desMinimums, das mit Hilfe desGradientenverfahrensbestimmt wurde, sieheAbschnitt
4.4, gefunden.

Schritt Volumen Schritt Volumen
1 432661 7 157173
2 210012 8 153229
3 187317
4 179654
5 166318
6 159510

Tabelle 5: Anwendungsbeispiel

Zusammenfassung und Ausblic k

Es wurde ein Verfahren zur optimalen Positionierung zweier Ober
 •achennetzeentwickelt
und getestet. Dazu wurde das zwischen den Ober
 •achen eingeschlosseneVolumen mini-
miert. Aufgrund der Eigenschaften deszu minimierendenFunktionals wurden verschiedene
Verfahrengetestetund geeignetangepasst.Mit Hilfe einesangepasstenGradientenverfah-
rens konnte in allen Test- und Anwendungsbeispieleneine Minimierung erreicht werden,
w•ahrendbeispielsweisedie "Sequential ResponseSurfaceMethod" zu keinemzufriedenstel-
lendenErgebnisf•uhrte.
Die noch erh•ohten Rechenzeitenk•onnten sich mit Hilfe einer hierarchischen Strategie zur
Bestimmung der Schnittelemente deutlich reduzierenlassen.
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